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0. Knobelaufgabe #1 Ralf Hinze

Ein Elb hat Ihnen 5 Gegenstdnde von unbekanntem Wert geschenkt. Die Gegenstdande
sollen ihrem Wert nach geordnet werden. Sie konnen dazu einem Orakel jeweils zwei
Gegenstande vorlegen und erhalten dann Auskunft, welcher der beiden Gegenstande
wertvoller ist.

Wie oft miissen Sie das Orakel im ungiinstigsten Fall fragen? )

Im grinstigsten Fall muss das Orakel 4-mal befragt werden. Entwickeln Sie eine
Systematik, so dass das Orakel nicht haufiger als notig beansprucht wird.
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1 Einfithrung

Ralf Hinze

Teil I

Einfihrung



1. Das Vorlesungsteam

» Dozent

>

» Organisation des Ubungsbetriebs

>
>

Prof. Dr. Ralf Hinze

Alexander Dinges
Sebastian SchlofRer

» Tutorinnen und Tutoren

VVVVVVVVVYYVYY

Jakob Biihler
Alexander Gerbig
Lukas Hoffmann
Anna Klose

Jeriel Mbiedou
Martin Memmesheimer
Jakob Meyerhofer
Sophia Porcher
Charlotte Sailer
Paulina Stahly
Francesco Voltz

1 Einfithrung
Ralf Hinze

Organisation



1 Einfithrung
1. Wir helfen Ihnen ... n—

Organisation

» Homepage der Vorlesung:

https://pl.cs.uni-kl.de/gdp23 )

» Material (Duden: Gesamtheit von Hilfsmitteln, die fiir eine bestimmte Arbeit
benotigt werden):
> Vorlesungsfolien
> Skript
> Beispielprogramme aus der Vorlesung
> Anleitungen (zum Beispiel zur Installation von Software)
» Losungshinweise zu Ubungsbléttern

» Bei Fragen:
» in der Vorlesung

> vorlesungsbegleitende Ubung
» Sprechstunden


https://pl.cs.uni-kl.de/gdp23

1 Einfithrung

1. Ubungsbetrieb

Ralf Hinze

Organisation

» ein Ubungstermin pro Woche (2 SWS, verpflichtend)
> Teilnahme verpflichtend
» Termine siche Homepage, erste Ubung ab dem 8.11.2023
» Anmeldung zur Ubung: mit dem ExClaim-System (sieche Homepage)
» Anmeldefrist: Freitag 27.10.2023 um 12:00 Uhr mittags
> Angabe von Priferenzen fiir Termine
» Sprechstunden (2 SWS, freiwillig)
» mehrere Termine jeweils im Terminalraum 32-411.
Die Termine werden auf der Homepage bekanntgegeben.
» Programmieranfingern/Programmieranfingerinnen empfehlen wir, mindestens eine
Sprechstunde pro Woche zu besuchen und die Programmieraufgaben in der
Sprechstunde zu lésen. So konnen Sie bei Problemen schnell nachfragen.



1 Einfithrung

1. Ubungsblétter v

Organisation

I Programmieren lernt man nur durch Uben!
» Ein Ubungsblatt pro Woche

VVvVYVyYyY

Ausgabe: dienstags

Abgabe: Zwei Tage vor Threr Ubungsstunde in der darauffolgenden Woche

erstes Ubungsblatt: niachste Woche

Programmieraufgaben werden tiber das Online-System »ExClaim« abgegeben. Andere
Aufgaben konnen auf Papier gel6st und als Foto bzw. Scan tiber ExClaim abgegeben
werden.



1 Einfithrung

1. Abschlussklausur Rt Hinze

Organisation

» Termin: voraussichtlich 7.3.2024 nachmittags
P Zulassungsvoraussetzungen:

» mindestens 60% der Ubungspunkte aus den Ubungsblittern
> Anwesenheitspflicht in Ubungen
» Prisentation von Ubungsabgaben in den Ubungsstunden



1 Einfithrung

1. Probeklausur —

Organisation

» Termin: 19.12.2023 um 17:15 Uhr in der Mensa
» Teilnahme freiwillig

» Moglichkeit, vorab die Klausuratmosphire kennenzulernen
» Feedback an Sie:

> Riickmeldung zum eigenen Lernstand
» Welche Themen sollten Sie noch einmal wiederholen?
» Setzt voraus, dass Sie die Probeklausur gewissenhaft bearbeiten

10



1 Einfithrung
1. Historische Daten —

Organisation

» Wintersemester 2018/2019

» Anmeldungen: 352

> > 5 Ubungsblitter bearbeitet: 253 (= 72%)

> Zulassung erreicht: 184 (= 73%)

» Abschlussklausur: 187 Teilnehmer (davon 22 mit alter Zulassung)

1,0 1,3 1,7 2,0 2,3 2,7 3,0 3,3 3,7 4,0 5,0
22 18 16 16 11 13 11 10 13 11 46
21% 23% 18% 13% 25%

» Nachklausur: 19 Teilnehmer

1,0 1,3 1,7 2,0 2,3 2,7 3,0 3,3 3,7 4,0 5,0
1 1 1 2 14
26% 74%
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1. Die erste Woche

Diese Woche noch keine Ubungstermine

5> To-do-Liste (Details siehe Homepage):
» Melden Sie sich fiir die Ubung an
» Treten Sie unserem Mattermost Team bei

1 Einfithrung
Ralf Hinze

Organisation
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1 Einfithrung

1. Studie zur Verbesserung der Lehre Ralf Hinze

VVvVvVvVvvVvyYVvyVYVYY

Organisation

Wir wollen die Lehre weiter verbessern

Zusatzliche digitale Unterstiitzungen in der Erprobungsphase

Auswirkungen messbar? Was lohnt es, weiterzuentwickeln?

Leider konnen wir nicht direkt allen alles zur Verfiigung stellen

Auswertung des Erfolgs in Ubungen & Probeklausur bis zu den Weihnachtsferien
Danach stehen alle Unterstiitzungen allen zur Verfiigung

Auswertung erfolgt anonymisiert

Fragen? An Sebastian SchloRer wenden (Kontakt siehe Homepage)

13



1. Helfen Sie uns ...

v

1 Einfithrung
Ralf Hinze

Organisation

Fehler in den Folien (mehr als tausend Folien; jede Einzelne bietet die Gelegenheit
Fehler zu machen)

Fehler in den Ubungsaufgaben

Schicken Sie uns originelle oder schone Losungen fiir Aufgaben und/oder
Knobelaufgaben:

support@harry-hacker.org )

14


support@harry-hacker.org

1 Einfithrung

1. Helfen Sie sich und anderen ... —

Organisation

» Nutzen Sie die unterschiedlichen Angebote ...
» Vorlesung und Ubung ergdnzen sich; sie ersetzen sich nicht.
» Seien Sie aktiv ...

Stellen Sie Fragen!

Uben Sie die Formalismen.

Schreiben Sie Programme.

Nehmen Sie die Angebote wahr: Sprechstunden.

Nachbearbeitungszeit fiir die Vorlesung: durchschnittlich 3-4 Stunden pro Woche
(Gesamtaufwand: 12-14 Stunden)

» Organisieren Sie sich ...
» Zu zweit oder zu dritt lernt es sich besser.

VVVYVYY
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1 Einfithrung

1. Horsaal Etikette e

Organisation

» Schalten Sie bitte Ihr Handy aus.

» Schalten Sie bitte alle anderen elektronischen Gerite in den Flugmodus.

» Kommen Sie bitte friithzeitig.

> Verlassen Sie die Veranstaltungen bitte nicht vorzeitig.

» Kurzum: nehmen Sie auf Thre Kommilitonen/Kommilitoninnen Riicksicht.

16



1. Kurzum ...

» Die »Grundlagen der Programmierung« ist Ihre Vorlesung.
» Studieren Sie mit SpaR und Begeisterung.
» Helfen Sie mit, dass die Vorlesung fiir Sie und fiir uns zu einem Erfolg wird.

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Organisation

17



2. Informatik

Informatik
¢ Informatik ist die Wissenschaft vom maschinellen Rechnen.

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Rechnen und
rechnen lassen
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1 Einfithrung

2. Die Natur des Rechnens —

Rechnen? Rudhwanuid

rechnen lassen

Umgang mit Zahlen, Arithmetik!?
Rechnen ist etwas Mechanisches; es folgt festen Regeln.

vVvyYvyy

Die Regeln fiir Addition und Multiplikation lernt man in der Grundschule.
Schriftliche Addition:
8 1 5
+ 4, 7 1 1
= 5 5 2 6
Kreative gedankliche Leistung: arabisches Stellenwertsystem.

v

» Zum Vergleich: das romische System.

DCCCXV
+ MMMMDCCXI

- ?

19



2. Rechnen lassen

v

Idee: das Rechnen Maschinen iibertragen.

Mit der Existenz von Rechenmaschinen wird es interessant, Aufgaben in
Rechenaufgaben zu verwandeln, die es von Natur aus nicht sind.

Es gilt, eine Problemstellung durch Formeln und Rechengesetze so weitgehend zu
erfassen, dass wir dem Ergebnis der Rechnung eine Losung des Problems
entnehmen kénnen.

Informatiker/-innen bilden abstrakte Modelle der konkreten Wirklichkeit.

Die Wirklichkeitstreue dieser Modelle macht den Reiz und die Schwierigkeit
dieser Aufgabe, und die Verantwortung der Informatiker/-innen bei der
Entwicklung von Software aus.

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Rechnen und
rechnen lassen

20



I Einfiihrung

2. Modellbildung in der Informatik Ralf inze

Organisation

rechnen

Y

Rechnen und
rechnen lassen

Geschichte

Gebiete

Einordnung

Uberblick

16sen
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2. Beispiel: Vom Problem zur Rechenaufgabe

Problem:

Die Klasse 2¢ macht einen Ausflug in den Zoo. Es fahren 27 Schiilerinnen und Schiiler
und 3 Lehrer/-innen mit. Die Fahrtkosten betragen 2€ fiir Kinder und 3<€ fir
Erwachsene. Kinder zahlen 5€ Eintritt und Erwachsene 10€. Wie teuer ist der Ausflug?

In der Grundschule lernt man, Textaufgaben in Rechenaufgaben zu verwandeln:

27 % (2+5)+3 % (3+10)

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Rechnen und
rechnen lassen
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2. Beispiel: Von der Rechenaufgabe zum Ergebnis

Das Ergebnis der Rechenaufgabe erhalten wir durch Ausrechnen:

27 % (2+5)+3# (3+10) =27 %7 +3 % (3 +10)
=189 +3 x (3 +10)
=189 +3 %13
=189 + 39
=228

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Rechnen und
rechnen lassen

23



I Einfithrung

2. Beispiel: Vom Ergebnis zur LOosung Ralf inze

Rechnen und
rechnen lassen

27 % (2+5)+3# (3+10) = 228 |

Interpretieren wir das Ergebnis der Rechenaufgabe, erhalten wir die Losung:

Losung:
Der Ausflug kostet 228€. J

24



3. Eine kleine Geschichte des Rechnens

» Historie des Rechnens
» Rechner und Rechnerrdume

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Geschichte
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1 Einfithrung

3. Geschichte — Euklid p—

Geschichte

~400-300 v.Chr.: Der griechische Mathematiker Euklid von Alexandria erfindet den
ersten nicht-trivialen Algorithmus: Bestimmung des groften gemeinsamen Teilers
zweier Zahlen.

let rec ggt (m: Nat, n: Nat) : Nat =
if m=0thenn
elif n = 0 then m
elif m = n then ggt (m% n, n)
else ggt (m, n% m) -




3. Geschichte — Abu ‘Abdallah Muhammad ibn Musa o
al-Khwarizmi RalfHinze

Geschichte

9. Jahrhundert: der Persische Mathematiker Abuti ‘Abdallah Muhammad ibn Masa
al-Khwarizmi macht das Dezimalsystem bekannt.
Von seinem Namen leitet sich der Begriff Algorithmus ab.

27



3. Geschichte — Joseph Jacquard

1801: Der Franzose Joseph Jacquard erfindet einen mechanischen Webstuhl, der mit
Hilfe von Lochstreifen »programmiert« werden kann.

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Geschichte

28



3. Geschichte — Charles Babbage

1833: Der englische Mathematiker Charles Babbage konzipiert die »analytical engine,
den ersten Universalrechner. Babbage war seiner Zeit weit voraus: obwohl er keine
funktionstiichtige Maschine fertigstellen konnte, gilt sein Konzept als Vorlaufer des

digitalen Rechners.

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Geschichte

29



1 Einfithrung

3. Geschichte — Ada Lovelace p—

Geschichte

1843: Die englische Mathematikerin Ada Lovelace
schreibt das erste Computerprogramm — das Pro-
gramm berechnet die Bernoullizahlen auf der »ana-
lytical engine«.

(Die Bernoullizahlen B,, ergeben sich als Losungen der Gleichungen:

By, = (1+B)° =1

B, = (1+B)? = 1-By+2-B,+1-B,

B; = (1+B)> = 1-By+3-B;+3-B,+1:B;

B, = (1+B)* = 1-By+4-B,+6-B,+4-B;+1-B, ...

I3 Notationeller Trick: B™ = B,,.)
30



1 Einfithrung

3. Geschichte — Konrad Zuse .

Geschichte

1941: Der deutsche Ingenieur Konrad Zuse stellt die Z3 fertig, den ersten
funktionsfahigen, frei programmierbaren, digitalen Rechner der Welt.

I¥° Schauen wir uns weitere Rechner an ...

31



1 Einfithrung

3. Rechner — Hugo von Saint-Cher Ralf Hinze

Geschichte

» Hugo von Saint-Cher (~1200-1263) war ein franzosischer Ménch.

» Mit Hilfe der Monche seines Ordens (~500 Monche), erstellte er die erste
Konkordanz der Bibel.

» Eine Bibelkonkordanz ist ein alphabetisches Verzeichnis aller Worter im Text der
Bibel, mit Angabe der jeweiligen Fundstellen.

» (Parallelverarbeitung mit 500 Prozessoren!)
32



3. Rechner — Henrietta Swan Leavitt

» Henrietta Swan Leavitt (July 4, 1868-December 12, 1921) war eine
US-amerikanische Astronomin.

> Sie arbeitete am Harvard College Observatory als Computer.
» Leavitt beobachtete und katalogisierte verdnderliche Sterne.

I Einfithrung

Ralf Hinze

Geschichte

33



1 Einfithrung

3. Menschliche Computer Ralf Hinze

>
>

>
>

Geschichte

i 78 :
... zeigt den »Computer Room« der NACA (Vorgadnger der NASA).

Der Begriff »Computer« ist seit dem 17. Jahrhundert im engl. Sprachraum in
Gebrauch und bezeichnet »eine Person, die rechnet«.

Bis ~1950 war Computer ein Beruf wie etwa Kaufmann oder -frau.

Gruppen von menschlichen Computern fithrten langwierige Berechnungen nach
festgelegten Regeln durch; die Arbeit wurde aufgeteilt, so dass Berechnungen
parallel erfolgen konnten

Sehenswert: »Hidden Figures — Unerkannte Heldinnenx.

e

34



1 Einfithrung

4. Die Aufgabengebiete der Informatik

Ralf Hinze

Angewandte Informatik

Gebiete

Technische Informatik
Praktische Informatik
Theoretische Informatik

35



1 Einfithrung

4. Technische Informatik —

Gebiete
Die Technische Informatik kimmert sich um die Rechenmaschine selbst:
» Rechnerarchitektur und Rechnerentwurf,
» Speichermedien,
» Ubertragungskanile,
» Sensoren.
Ziel: immer schnellere und / oder kleinere Rechner bei fallenden Preisen.

36



1 Einfithrung

4. Theoretische Informatik —

Gebiete

Die Theoretische Informatik kiimmert sich um die prinzipiellen Moglichkeiten und
Grenzen des Rechnens:

> Was lisst sich berechnen? Was nicht?

» Nicht berechenbare Probleme, formal unentscheidbare Probleme!
» Wie schnell lassen sich bestimmte Aufgaben l6sen?

» Laufzeit von Rechenverfahren.

» Komplexitit von Problemen.

37



1 Einfithrung

4. Praktische Informatik —

Zwischen den prinzipiellen Moglichkeiten des Rechnens und dem Rechner mit seinen
primitiven Operationen klafft eine riesige Liicke. Gebiete

Die Aufgabe der Praktischen Informatik ist es, den Rechner fiir Menschen effektiv
nutzbar zu machen:

» SchlieRen der »semantischen Liicke« durch Programmiersprachen auf immer
hoherer Abstraktionsstufe;

» Benutzung der Rechner: Betriebssysteme, Benutzungsoberflichen;
» Organisation groRer Datenmengen: Datenbanken, Informationssysteme;
» Kommunikation der Rechner untereinander: Rechnernetze, Verteilte Systeme.

38



4. Angewandte Informatik

In der Angewandten Informatik kommt endlich der Zweck der ganzen Veranstaltung
zum Zuge:
> Sie wendet

die schnellen Rechner,

die effizienten Algorithmen,

die hoheren Programmiersprachen,
die Datenbanken,

die Rechnernetze usw.

an, um Aufgaben jeglicher Art immer weiter und vollkommener zu losen.

VVVYVYY

» Die Informatik dringt immer weiter in verschiedenste Anwendungsgebiete vor.

» Obwohl die Informatik eine vergleichsweise junge Wissenschaft ist, haben sich
interdisziplindre Anwendungen als eigenstdandige Disziplinen von der
»Kerninformatik« abgespalten.

» Wirtschaftsinformatik
» Bioinformatik

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Gebiete

39



5. Einordnung der Informatik in die Wissenschaftsfamilie

» Grundlagen der Informatik: aus der Mathematik;
» der reale Ausgangspunkt ihrer Entwicklung: die Konstruktion der ersten Rechner.

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Einordnung

40



5. Einordnung der Informatik in die Wissenschaftsfamilie

» Naturwissenschaften: untersuchen Phinomene, die ihr ohne eigenes Zutun
gegeben sind. Die Gesetze der Natur miissen entdeckt und erklart werden.

» Ingenieurwissenschaften: wenden dieses Wissen an und konstruieren damit neue
Gegenstande, die selbst wieder auf ihre Eigenschaften untersucht werden
miissen. Daraus ergeben sich neue Verbesserungen, neue Eigenschaften, und so
weiter.

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Einordnung
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5. Einordnung der Informatik in die Wissenschaftsfamilie

5" Die Informatik steht eher den Ingenieurwissenschaften nahe.

» Auch sie konstruiert Systeme, die — abgesehen von denen der Technischen
Informatik — allerdings immateriell sind.

» Wie die Ingenieurwissenschaften untersucht sie die Eigenschaften ihrer eigenen
Konstruktionen, um sie weiter zu verbessern.

» Wie bei den Ingenieurwissenschaften spielen bei der Informatik die Aspekte der
Zuverladssigkeit und Lebensdauer ihrer Produkte eine wesentliche Rolle.

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Einordnung
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1 Einfithrung

6. Uberblick tiber die Vorlesung —

In der Vorlesung beschaftigt uns das »Rechnen lassen«: Uberblick
» Wie konnen wir Aufgaben in Rechenaufgaben verwandeln?

» Wie konnen wir einen Rechner programmieren, so dass er diese Aufgaben ohne
weiteres Zutun erledigt?

5" Thematisch gehort die Vorlesung somit zur »Praktischen Informatik«.

43



1 Einfithrung

6. Uberblick tiber die Vorlesung — Mini-F# Ralf Hinze

Im Laufe der Vorlesung werden wir schrittweise unsere eigene Programmiersprache P
entwickeln:

Mini-F#

eine Sprache, in der sich Rechenregeln bequem und vor allem problemnah
formulieren lassen.

44



1 Einfithrung

6. Uberblick tiber die Vorlesung —

Die Einfiihrung einer »eigenen« Programmiersprache erlaubt es uns, viele typische
Fragestellung der Praktischen Informatik zu motivieren und zu untersuchen: P
» Wie lisst sich die d&ufere Form von Programmen festlegen?

» Wie kann man die Bedeutung eines Programms prézise definieren?

> Wie entwickelt man systematisch ein Programm?

» Wann ist ein Programm korrekt?

5" Auf diese Weise wird die Programmiersprache selbst zum Objekt des Studiums.
Wie gesagt, die Informatik steht den Ingenieurwissenschaften nahe.

45



6. Uberblick tiber die Vorlesung — F#

P> Mini-F# ist — wie der Name andeutet — stark an die Programmiersprache F#
angelehnt.

» F# ist Mitglied der .NET Sprachfamilie (Visual Basic, C#).
» F# ist eine Multiparadigmensprache: sie unterstiitzt funktionale, imperative und
objektorientierte Programmierung.

No one’s perfect.

» Unerreichtes Ideal: Mini-F# ist eine Teilmenge von F#.
» .. gelegentlich vereinfachen wir etwas, sehr selten mogeln wir.

» Das kennen Sie aus der Schule: auch im Deutschunterricht wird nicht sofort die
vollstandige Grammatik der deutschen Sprache eingefiihrt.

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Uberblick
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6. Gliederung

II.
II.
Iv.

VL.
VIL
VIIL

Einfiihrung \Rechnen und rechnen lassen
Grundlagen\Vor dem Rechnen
Werte \ Elementares Rechnen
Datentypen\Rechnen mit Daten
Algorithmik\Rechnen mit System
Grammatiken\Konkrete Syntax

Effekte \ Effektvolles Rechnen
Objekte\Rechnen mit Objekten

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Uberblick
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OOP VIII

Logik IT

1 Einfithrung

Ralf Hinze

Uberblick
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6. Gastrollen ...

I Einfithrung

Ralf Hinze

Lisa Lista ist die ideale Studentin: Sie ist unvoreingenommen
m und aufgeweckt, greift neue Gedanken auf und denkt sie in
v viele Richtungen weiter. Kein Schulunterricht in Informatik hat

sie verdorben. Lisa Lista ist 12 Jahre alt.

Uberblick

Harry Hacker ist ein alter Programmierfuchs, nach dem Motto:

Eine Woche Programmieren und Testen kann einen ganzen
Nachmittag Nachdenken ersetzen. Er ist einfallsreich und ein
gewitzter Beobachter; allerdings liegt er dabei oft haarscharf
neben der Wahrheit. Zu Programmiersprachen hat er eine
dezidiert subjektive Haltung: Er findet die Sprache am besten,
die ihm am besten vertraut ist.

NYY74
co
®)
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Teil II

Grundlagen

II Grundlagen

Ralf Hinze
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I Grundlagen

6. Knobelaufgabe #2 Ralf Hinze

In einer dunklen Hohle leben Zwerge, die entweder eine weile oder eine schwarze
Miitze aufhaben. Einmal im Jahr diirfen sie die Hohle verlassen und bekommen eine
Aufgabe gestellt. Losen sie diese, sind sie frei. Misslingt die Losung, miissen sie
zurick in die Finsternis.

In diesem Jahr lautet die Aufgabe: Stellt euch nebeneinander so auf, dass die Zwerge
mit einer weilen Miitze auf der linken Seite stehen und die mit schwarzer Miitze auf
der rechten. Keiner der Zwerge kann die Farbe seiner eigenen Miitze sehen. Zudem
dirfen die Zwerge weder miteinander reden noch sich auf sonstige Weise
verstandigen oder einander Hinweise geben, etwa mit der Hand oder den Augen. Auch
Tricks wie die Verwendung von Spiegeln sind verboten.

Nicht verboten ist den Zwergen aber, ihren Verstand zu nutzen. Und in der Tat
bekommen sie es auf Anhieb hin, sich nach der Farbe der Miitzen getrennt
aufzustellen. Wie haben Sie das bloR angestellt?

51



I Grundlagen

6. Motivation A

In der Vorlesung werden wir nicht nur lernen

» mit der Programmiersprache Mini-F# Probleme zu losen,
sondern auch

» iiber die Programmiersprache Mini-F# zu reden.
Mini-F# ist sowohl Subjekt als auch Objekt des Studiums.

Dazu benoétigen wir ein wenig mathematisches Riistzeug ...

52



6. Gliederung

@ Endliche Abbildungen
e Syntax und Semantik
© Baumsprachen

@ Beweissysteme

II Grundlagen

Ralf Hinze
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OOP VIII

Baum-
sprachen
endliche
Abbil-
dungen

Logik IT

Beweis-
systeme

I Grundlagen

Ralf Hinze
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I Grundlagen

6. Lernziele A

Nach Durcharbeitung dieses Kapitels sollten Sie
» mit endlichen Abbildungen und Sequenzen umgehen kénnen,
> die Begriffe Syntax und Semantik definieren kénnen,
» den Unterschied zwischen konkreter und abstrakter Syntax kennen,
» Baumsprachen lesen und selbst definieren kénnen,
» Beweissysteme lesen und selbst definieren kénnen.
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7. Endliche Abbildungen

II Grundlagen
Ralf Hinze
Endliche
Abbildungen

Syntax und
Semantik

Baumsprachen

Beweissysteme
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7. Endliche Abbildungen

{Anja
Lisa

— Spaghetti,
— Tortellini,

Florian — Spaghetti,

Ralf

~ Saltimbocca }

II Grundlagen

Ralf Hinze

Endliche
Abbildungen
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7. Notation endlicher Abbildungen

» Sind X und Y Mengen, dann bezeichnet X -4, Y die Menge aller endlichen
Abbildungen von X nach Y.

P Ist @ € X —y, Y, dann bezeichnet dom @ S X die Menge aller Elemente aus X,
auf denen @ definiert ist, den Definitionsbereich von @. Der Definitionsbereich
dom @ muss endlich sein.

» Die Anwendung einer endlichen Abbildung ¢ auf ein Element x notieren wir mit
@ (x).

Beispiel:

@ = {Anja ~ Spaghetti, Lisa — Tortellini,
Florian — Spaghetti, Ralf — Saltimbocca}

dom @ = { Anja, Lisa, Florian, Ralf }

@ (Anja) = Spaghetti
@(Lisa) = Tortellini

I Grundlagen

Ralf Hinze

Endliche
Abbildungen
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7. Konstruktion und Manipulation endlicher Abbildungen

Um endliche Abbildungen zu konstruieren bzw. zu manipulieren, verwenden wir die
folgenden Operationen:
» die leere Abbildung @
» dom @ =0
» die einelementige Abbildung (auch: Bindung) {x — y}
» dom {x— y}:={x}
> {xmy}(x)=y
» die Erweiterung von @, um @, notiert ¢, ¢, (Kommaoperator)
> dom (., P,) := dom @, U dom @,
®,(x) falls x € dom @,

> (@1, @) (X) = @,(x) sonst

» die Einschrinkung von @ auf dom @ — A notiert @ — A
» dom (p —A):=domp — A
> (¢ -A)(x)=@K)

I Grundlagen

Ralf Hinze

Endliche
Abbildungen
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7. Eigenschaften endlicher Abbildungen

» Der Kommaoperator ist assoziativ:

(P1, P2), @3 = @1, (P2, P3)

Statt (@4, @), @3 schreiben wir kurz @, @», Q5. Zusatzlich verwenden wir
{x1 = ¥y..., X, = ¥y, + als Abkiirzung fur {x;, = », }, ..., {x, = ¥, } (wiederholte
Anwendung des Kommaoperators).

» Der Kommaoperator ist aber nicht kommutativ: @, @, ist in der Regel nicht das
Gleiche wie @,, ;.

{Ralf = Pizza},{Ralf — Saltimbocca} = { Ralf ~ Saltimbocca }
{Ralf = Saltimbocca},{Ralf — Pizza} = { Ralf — Pizza}

I~ das zweite Argument des Kommaoperators hat Vorrang.

I Grundlagen
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II Grundlagen

7. Sequenzen RalfHinze

Endliche
Abbildungen

Sequenzen, endliche Folgen von Elementen, lassen sich mit Hilfe endlicher
Abbildungen modellieren.

Anja Florian Lisa Ralf J

Die Elemente werden von links nach rechts beginnend mit 0 durchnummeriert.

{0 ~ Anja, 1 — Florian,2 — Lisa,3 — Ralf } J
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7. Notation von Sequenzen

» Eine Sequenz s von Elementen aus A ist eine endliche Abbildung des Typs
N —¢n A mit dom s = N,,.

» N, :={0,...,n- 1} ist ein Anfangsabschnitt der nattrlichen Zahlen.

» Die Menge aller Sequenzen iiber A notieren wir mit A”.

» Ist dom s = N,,, dann heiRt n die Linge von s, notiert len s := n.

I Grundlagen

Ralf Hinze

Endliche
Abbildungen
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7. Konstruktion und Manipulation von Sequenzen

Um Sequenzen zu konstruieren bzw. zu manipulieren, verwenden wir die folgenden
Operationen:

» die leere Sequenz s mit

> dom £:= N;
» ist a € A, dann verwenden wir oft das Element a selbst als Abkiirzung fiir die

einelementige Sequenz {0 — a};

» die Konkatenation von s, und s, notiert s, - s, mit

» dom (s, -s,):=doms; U{i+lens, |i€ doms,}und

. s (i fallsi € dom s
> (s s)() =0 1
S,(i—1lens;) sonst

» die n-fache Wiederholung von s notiert s” mit s”:= e und s - §" = s™1:=§" - s,

I Grundlagen

Ralf Hinze

Endliche
Abbildungen
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8. Syntax und Semantik

Wenn wir eine Programmiersprache prazise beschreiben wollen, miissen wir zwei
Dinge festlegen:

» die duRere Form von Programmen, die Syntax,
» und deren Bedeutung, die Semantik.

I Grundlagen

Ralf Hinze

Syntax und
Semantik
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8. Lexikalische Syntax

Betrachten wir ein einfaches Beispielprogramm:

4711* (all (* speed *) + 815 )

Mikroskopisch gesehen besteht das Programm aus einer Folge von Zeichen:

>

>
>
>
>
>

der Ziffer 4,

gefolgt von der Ziffer 7,

gefolgt von der Ziffer 1,

gefolgt von der Ziffer 1,

gefolgt von einem Asteriskus *,
gefolgt von einem Leerzeichen usw.

I Grundlagen

Ralf Hinze

Syntax und
Semantik
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8. Lexikalische Syntax: Lexeme

Als menschlicher Leser sind wir gewohnt — bzw. durch jahrelanges Training geschult
— mehrere Zeichen zu einer Einheit zusammenzufassen.

4711 |*| (|all|+|815]) J

I3~ Nicht alle Zeichen sind fiir den Rechner gedacht: (* speed *) ist ein
Kommentar, der sich an den menschlichen Leser richtet.

In der lexikalischen Syntax einer Programmiersprache wird festgelegt, wie Zeichen zu
groferen Einheiten, sogenannten Lexemen (engl. tokens), zusammengefasst werden.

)

I Grundlagen
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II Grundlagen

8. Kontextfreie Syntax Ralf Hinze

Syntax und

Nicht alle Folgen von Lexemen stellen ein gultiges Programm dar: e

) * 4711 815 + ( all J

umfasst die gleichen Lexeme, ist aber kein Mini-F# Programm.

In der kontextfreien Syntax einer Programmiersprache wird festgelegt, welche Folgen
von Lexemen giiltige Programme sind und welche nicht. J
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8. Konkrete Syntax

Die lexikalische und die kontextfreie Syntax bilden zusammen die konkrete Syntax
einer Programmiersprache.

J

Will man eine Programmiersprache selbst zum Objekt des Studiums machen, dann ist
die konkrete Syntax als Ausgangspunkt ungeeignet:

> sie ist technischen Einschrinkungen unterworfen,
» sie ist das Endprodukt vieler Kompromisse und
» sie spiegelt den personlichen Geschmack der Sprachdesigner wider.

I Grundlagen

Ralf Hinze
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Semantik
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8. Abstrakte Syntax

Fiir das Studium von Programmiersprachen ist die hierarchische Struktur eines
Programms relevant.

N\

4711 +

all 815

¥ Die hierarchische Struktur verdeutlicht, dass sich der Ausdruck aus mehreren
Teilausdriicken zusammensetzt. Man spricht auch von einem Rechenbaum oder
allgemein von einem abstrakten Syntaxbaum.

I Grundlagen

Ralf Hinze
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Semantik
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8. Konkrete versus abstrakte Syntax

Abstrakte Syntax:

A\

4711 +

all 815

Konkrete Syntax in
> Mini-F#: 4711 * (all + 815),
» Scheme: (* 4711 (+ all 815)),
» PostScript: 4711 all 815 + *.

II Grundlagen

Ralf Hinze

Syntax und
Semantik
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I Grundlagen

8. Semantik Rl Hinge

Syntax und
Semantik

v

Die Semantik legt die Bedeutung von Programmen fest.
» Die Bedeutung eines arithmetischen Ausdrucks ist eine Zahl.

» Die Semantik l4sst sich mit Auswertungsregeln beschreiben:

» wenn all zu 1 auswertet, dann wertet all + 815 zu 816 aus;
» wenn all + 815 zu 816 auswertet, dann wertet 4711 * (all + 815) zu 3844176
aus.

» Die Auswertungsregeln orientieren sich eng an der Struktur eines Programms —
die Bedeutung eines Ausdrucks wird auf die Bedeutung der Teilausdriicke
zuriickgefiihrt (kompositional).
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I Grundlagen

9. Baumsprachen Relf Hinze

Baumsprachen

Den hierarchischen Aufbau von Programmen, die abstrakte Syntax, beschreiben wir
mit Baumsprachen.

Beispiel: eine einfache Form von arithmetischen Ausdriicken.

e € Expr == num (N)
| ident (Ident)
| add (Expr, Expr)
| mul (Expr, Expr)
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9. Baumsprachen: Beispiel

Beispiel fiir einen arithmetischen Ausdruck:

mul (num (4711), add (ident (all), num (815)))

Dargestellt als Baum:

4711

id

all

num

815

1I Grundlagen
Ralf Hinze

Endlichi

Abbildungen

Syntax und
Seman

tik
Baumsprachen
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I Grundlagen

9. Baumsprachen: Aufbau Rt iuze

e € Expr == num (N)
| ident (Ident)
| add (Expr, Expr) Baumsprachen
| mul (Expr, Expr)

Die Definition fiihrt drei verschiedene Dinge ein:
» einen Namen fiir die Baumsprache: Expr,
» Namen fiir die unterschiedlichen Knotenarten: num, id, add und mul, und
» eine Metavariable fiir Elemente der Baumsprache: e.

Die griechische Vorsilbe meta (ueT) bedeutet unter anderem »tiber«. Eine Metavariable
ist Bestandteil der Metasprache, mit der wir tiber die Programmiersprache Mini-F#
reden. Metavariablen sind von Variablen zu unterscheiden, die Bestandteil der
Programmiersprache Mini-F# sind (und erst etwas spater eingefiihrt werden).
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I Grundlagen

9. Baumsprachen: umgangssprachliche Lesart Ralf Hinze

Baumsprachen

Umgangssprachlich lasst sich die Definition wie folgt lesen: ein Element e € Expr ist
entweder

» von der Form num (n) mit n € N, oder

» von der Form ident (x) mit x € Ident, oder

» von der Form add (e, e,) mit e, e, € Expr oder
» von der Form mul (e;, ;) mit e;, e, € Expr.

" Wir verwenden die Metavariable e, um arithmetische Ausdriicke zu benennen
(gegebenenfalls mit einem Index versehen).
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I Grundlagen

9. Baumsprachen: formale Lesart Relf Hinze

Formal ist die Menge Expr durch eine induktive Definition gegeben.

Baumsprachen

Die Menge Expr ist die kleinste Menge mit den folgenden Eigenschaften:
1. ist n € N, dann ist num (n) € Expr;
2. ist x € Ident, dann ist ident (x) € Expr;
3. sind e; € Expr und e, € Expr, dann ist auch add (e, e;) € Expr;
4. sind e; € Expr und e, € Expr, dann ist auch mul (e;, e,) € Expr.

[=¥” Wichtig ist, dass Expr die kleinste Menge mit diesen Eigenschaften ist; nur
Elemente, die sich auf eine der vier Arten bilden lassen, sind in Expr enthalten.
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II Grundlagen

9. Notationelle Freiheiten A

Baumsprachen

neN

x € Ident

e € Expru=n
| x
| e +e;
| e * e

5~ Der Unterschied zur urspriinglichen Definition ist nur ein duRerlicher: statt
mul (num (4711), add (ident (all), num (815))) schreiben wir kurz
4711 * (all + 815), gemeint ist aber stets der gleiche abstrakte Syntaxbaum.
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II Grundlagen

9. Beispiel: Klotzchenwelt — Baumsprachen Ralf Hinze

Ein weiteres Beispiel fiir eine Baumsprache: Folgen von Klotzchen.
Baumsprachen
w € Wall := yellow-brick
| red-brick
| sequ (Wall, Wall)

Die gleiche Definition mit notationellen Freiheiten:

w e Wall ==
| I
| W wy
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I Grundlagen

Ralf Hinze

10. Beweissysteme

Bei der umgangssprachlichen Beschreibung der Bedeutung arithmetischer Ausdriicke

haben wir wenn-dann Aussagen formuliert:
» wenn all zu 1 auswertet, dann wertet all + 815 zu 816 aus;
» wennall + 815 zu 816 auswertet, dann wertet 4711 * (all + 815) zu penelssysieme

3844176 aus.

Wenn-dann Aussagen lassen sich mit Beweisregeln formalisieren.

ident (all) ¥ 1
add (ident (all), num (815)) 4 816

add (ident (all), num (815)) ¥ 816
mul (num (4711), add (ident (all), num (815))) U 3844176

Die Formulierung »wertet aus zu« symbolisieren wir durch ‘ { ’. Uber dem Strich der
Regeln stehen die Voraussetzungen (der »wenn« Teil); unter dem Strich die

Schlussfolgerung (der »dann« Teil).
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I Grundlagen

10. Beweisbaume A

Beweisregeln:

ident (all) ¥ 1
add (ident (all), num (815)) 4 816

add (ident (all), num (815)) ¥ 816
mul (num (4711), add (ident (all), num (815))) ¥ 3844176

Beweissysteme

Beweisregeln konnen zu Beweisbdumen zusammengesetzt werden.

ident (all) ¥ 1
add (ident (all), num (815)) U 816
mul (num (4711), add (ident (all), num (815))) U 3844176
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I Grundlagen

10. Beweisbaume A

Beweissysteme

Ohne Auslassungen:

ident (all) ¥ 1 num (815) { 815
num (4711) 4 4711 add (ident (all), num (815)) U 816
mul (num (4711), add (ident (all), num (815))) U 3844176
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II Grundlagen

10. Notationelle Freiheiten — da capo Rl Fius

Beweissysteme

Erlauben wir notationelle Freiheiten, gerdt der Beweisbaum weniger machtig.

all U 1 815 U 815
4711 U 4711 all+815 U 816
4711 = (all+815) U 3844176
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I Grundlagen

10. Beweissysteme RalfHinze

Ist eine Menge von Formeln gegeben, etwa durch eine Baumsprache ¢p € ® ::=---) dann
hat eine Beweisregel die allgemeine Form

Beweissysteme

¢1 (l)n
—— J

Uber dem Strich der Regeln stehen die Voraussetzungen (n Formeln); unter dem Strich
steht die Schlussfolgerung (eine einzige Formel). Ist n = 0, so spricht man auch von
einem Axiom.

Ein Beweissystem ist eine Menge von Beweisregeln.
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II Grundlagen

10. Beweisbaume A

Die Menge aller Beweisbdume ist induktiv definiert: Sind P, ..., P,, Beweisbdume mit
den Wurzeln ¢, ..., ¢, und ist

Beweissysteme

(bl d)n J

eine Beweisregel, dann ist

'Pl ’Pn J

ein Beweisbaum mit der Wurzel ¢.

Ist P ein Beweisbaum mit der Wurzel ¢, dann sagt man auch P zeigt oder beweist ¢.
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I Grundlagen

10. Regelschemata Ralf Hinze

Die obigen Beweisregeln fiir die Auswertung arithmetischer Ausdriicke sind sehr
speziell; allgemeinere Regeln lassen sich mit Hilfe von Metavariablen formulieren.

BPV\'PISS)’STE‘I’I]P
num (n) ¥ n
e ¥ m e U n, e U n e U n
add (e;,e;) ¥ ny +n, mul (e, e;) U n; - ny

Die erste Regel — ein Axiom — legt fest, dass Konstanten zu sich selbst auswerten.
Die beiden anderen Regeln formalisieren, dass zunédchst beide Teilausdriicke
ausgerechnet werden und dass das Ergebnis die Summe bzw. das Produkt der
Teilergebnisse ist.

Regeln, die Metavariablen, enthalten, heiRen Regelschemata.
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10. Regelinstanzen

Bevor Regelschemata zu Beweisbdaumen zusammengesetzt werden konnen, miissen
die Metavariablen erst durch konkrete Konstanten bzw. Ausdriicke ersetzt werden.

Fur unser laufendes Beispiel benotigen wir:

num (4711) ¥ 4711 num (815) ¥ 815

ident (all) U 1 num (815) § 815
add (ident (all), num (815)) U 816
num (4711) U 4711 add (ident (all), num (815)) U 816
mul (num (4711), add (ident (all), num (815))) U 3844176

I Grundlagen

Ralf Hinze

Beweissysteme

Das Ergebnis einer solchen Ersetzung nennt man auch Regelinstanz oder kurz
Instanz.

Mit diesen Instanzen konnen wir wieder den Beweisbaum zusammensetzen.
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I Grundlagen

10. Notationelle Freiheiten — da capo Relt Pz

Wir nehmen uns bei der Definition der abstrakten Syntax einige Freiheiten heraus.

Beweissysteme

Dies birgt die Gefahr von Verwechslungen.

ep U omy e U ny
eg+e U np+nmy

Das Pluszeichen tritt zweimal auf, meint aber zwei grundsatzlich verschiedene Dinge:
» links ist ‘+’ ein syntaktischer Bestandteil unserer Programmiersprache,

» rechts bezeichnet ‘+’ das mathematische Konzept der Addition zweier
natiirlicher Zahlen.

[ '+’ ist Syntax und ‘+’ ist Semantik.
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10. Beispiel: Klotzchenwelt — Beweisregeln

Formeln: n ~ w. Lies: w ist eine schone Mauer der Ordnung n.

Beweisregeln:
0 ~ yellow-brick 1 ~ red-brick
n~ w, n+1l~w,

n+2 ~ sequ (w;, w,)

Beweisregeln mit notationellen Freiheiten:

0~043 1~
n~w1 1”L+1~w2
n+2~wws

II Grundlagen

Ralf Hinze

Beweissysteme

88



II Grundlagen

10. Beispiel: Klotzchenwelt — Beweisbaume Rel e

O ~ I:' 1 ~ - Beweissysteme
1~ 2 ~C1m
3 ~ECm

0~0 1~
0~01 1~ 1~ 2~
2~ 3~
4 ~COECT.
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II Grundlagen

10. Beispiel: Klotzchenwelt — ableitbare Formeln Rel e

Ableitbare oder beweisbare Formeln:
> 0 ~0[J
1~
2~
3~ I
4~
5~ I [T
(x| | (mml [ (em] (wm| | [mwf |
7~ I I [ O I O O O [ I I ™/

Beweissysteme

VVvVvVVvVvYVvyYVYVYVYY
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I Grundlagen

10. Beispiel: Klotzchenwelt—nicht ableitbare Formeln Ralf Hinze

Ableitbare oder beweisbare Formeln:
> 0~
> 1 ~ ERET——
> 2~
> 3~
> 4~
> .
Eigenschaften:
» Fiir n > 0 enden die Reihen in einem roten Klétzchen.
» Es folgen nie zwei gelbe Klotzchen aufeinander.
» Es folgen nie mehr als zwei rote Klotzchen direkt hintereinander.
5" Die Formeln n ~ Bl Jund n ~ Il 1] sind nicht beweisbar.
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I Grundlagen

10. Zusammenfassung Rt iuze

Beweissysteme

Wir haben

» Notation eingefiihrt, um endliche Abbildungen und Sequenzen zu konstruieren
und zu manipulieren,

» den Unterschied zwischen konkreter und abstrakter Syntax kennengelernt,
» Baumsprachen zur Definition abstrakter Syntax eingefiihrt und
P> Beweissysteme zur Definition der Semantik.
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MYY74
@ Wann geht’s denn endlich mit dem Programmieren los?

Néachste Woche, Harry.

J

N
{\/
(¢

II Grundlagen

Ralf Hinze

Beweissysteme
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Teil III

Werte

III Werte

Ralf Hinze
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10. Knobelaufgabe #3

Bob der Baumeister will eine 100 m breite und 2 m hohe Mauer bauen. Als
Baumaterial hat er 2 m breite und 1 m hohe Quader zur Verfiigung.

Wieviele Moglichkeiten gibt es die Mauer zu konstruieren?

Eine 4 m breite Mauer lasst sich zum Beispiel auf 5 Arten zusammensetzen.

Wie erhoht sich die Zahl der Moglichkeiten, wenn die Mauer statt 2 m sogar 3 m hoch
werden soll?

III Werte

Ralf Hinze
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10. Gliederung

@ Natiirliche Zahlen

@ Boolesche Werte

@ Wwertedefinitionen

@ Funktionsdefinitionen
@ Funktionsausdriicke
@ Rekursive Funktionen

@ Entwurfsmuster

I Werte

Ralf Hinze
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OOP VIII

Logik IT

Polymor-
phismus

Datentypen

I Werte

Ralf Hinze
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I Werte

10. Lernziele A

Nach Durcharbeitung dieses Kapitels sollten Sie
» den Unterschied zwischen statischer und dynamischer Semantik kennen,
» Sinn und Zweck von Typsystemen verstanden haben,
» das Konzept von Bindungen verstanden haben,
» Funktionen und Rekursion verstanden haben,
» Entwurfsmuster kennen und anwenden konnen,
» Mini-F# Programme lesen und selbst schreiben konnen.
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10. Semantik

Semantics is a strange kind of applied mathematics; it seeks profound de-
finitions rather than difficult theorems. The mathematical concepts which are
relevant are immediately relevant. Without any long chains of reasoning, the
application of such concepts directly reveals regularity in linguistic behaviour,
and strengthens and objectifies our intuitions of simplicity and uniformity.

— J.C. Reynolds (1980)

I Werte

Ralf Hinze

99



I Werte

10. Growing a language ... Ralf Hinze

I think you know what a man is. A woman is more or less like a man, but
not of the same sex. (This may seem like a strange thing for me to start with,
but soon you will see why.)

Next, I shall say that a person is a woman or a man (young or old).

To keep things short, when I say «he« I mean «he or she«, and when I say
«his« I mean «his or her.«

A machine is a thing that can do a task with no help, or not much help, from
a person.

— Growing a Language, Guy L. Steele Jr.
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10. Struktur der folgenden Abschnitte

v

v

Motivation
Abstrakte Syntax

e € Expr = - Ausdriicke

Statische Semantik

t € Type:=-- Typen

Dynamische Semantik

v €Val:=-.. Werte

Vertiefung
Blick tiber den Tellerrand

I Werte

Ralf Hinze
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I Werte

10. Statische Semantik — Sinn und Zweck A

» Ein Programm in Mini-F# ist ein Ausdruck:

» 4711 + 815
» "Hello, world!"

» Ausdriicke sind beliebig kombinierbar.
» Nicht alle Kombinationen machen jedoch Sinn:
» "Hello, world!" %4711
» Die statische Semantik fingt diese sinnlosen Ausdriicke ab.

» Zu diesem Zweck werden Ausdriicke mit Hilfe von Typen in Schubladen
eingeteilt:
» "Hello, world!" hat den Typ String
» 4711 hat den Typ Nat

» Die Multiplikation arbeitet auf den natiirlichen Zahlen: "Hello, world!" %4711
ist nicht wohlgetypt.
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I Werte

10. Statische Semantik — Typregeln R0 Pz

Die statische Semantik legt fest, dass die Multiplikation zwei natiirliche Zahlen
nimmt und eine natiirliche Zahl zum Ergebnis hat.

e, : Nat e, : Nat
el * e2 'Nat J

Flr jedes neu eingefiihrte Konstrukt wird eine solche Typregel angegeben. Diese
Beweisregeln spezifizieren die zweistellige Relation

e:t

zwischen Ausdriicken und Typen. Lies: »e hat den Typ f«.
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III Werte

10. Statische Semantik — Begriffe Rt e

» Die statische Semantik hat eine ordnende Funktion: fast alle Abschnitte fithren
einen neuen Typ ein, zusammen mit Sprachkonstrukten, die auf diesem Typ
arbeiten.

» Ein Ausdruck e heilt wohlgetypt, wenn es einen Typ [ gibt, so dass sich e: [ mit
den Regeln der statischen Semantik ableiten lasst.

» Wohlgetypte Ausdriicke konnen ausgerechnet werden.
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III Werte

10. Dynamische Semantik — Auswertungsregeln Relf Hinae

Wie ein Ausdruck ausgerechnet wird, legt die dynamische Semantik fest. Fir die
Multiplikation: beide Argumente werden ausgerechnet, das Ergebnis ist das Produkt
der Teilergebnisse.

e U ony e, U ny
e * € U n - no

Fir jedes Konstrukt wird mindestens eine Auswertungsregel angegeben. Diese
Regeln spezifizieren die zweistellige Relation

el v

zwischen Ausdriicken und Werten. Lies: »e wertet zu v aus.
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III Werte

10. Dynamische Semantik — Werte Relf Hinae

» Was ist ein Wert?

» Ein Wert ist das Ergebnis eines Programms; der Wert eines arithmetischen
Ausdrucks ist zum Beispiel eine natiirliche Zahl.

» Mit jedem neu eingefiihrten Typ werden wir auch den Bereich der Werte
erweitern.

» Ein Typ ist im Prinzip die Menge aller zugehérigen Werte.
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III Werte

10. Dynamische Semantik — Beweisbaume Relf Hinae

Ein Programm wird ausgerechnet, indem die Auswertungsregeln fiir die
Teilausdriicke zu einem Beweisbaum kombiniert werden.

4711 ¥ 4711 2 42
4711 x2 § 9422 815 U 815

4711 =2+ 815 { 10237

Konstanten wie 4711 oder 815 werten zu sich selbst aus — Konstanten sind Werte.
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I Werte

1 1 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Motivation

Die ganze Zahl schuf der liebe Gott,
alles iibrige ist Menschenwerk.
— Leopold Kronecker (1823-1891)

» Den Begriff Rechnen werden die meisten mit Zahlen in Verbindung bringen.

» In diesem Abschnitt fithren wir einige elementare Konstrukte zum Rechnen mit
natiirlichen Zahlen ein.
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11. Abstrakte Syntax

neN ==0]11]2]-

e € Expr ==

n
e +e
e * €
e+ e
e % e

natiirliche Zahlen

Arithmetische Ausdriicke:
natiirliche Zahl

Addition

natiirliche Subtraktion (»monus«)
Multiplikation

natiirliche Division

Divisionsrest

I Werte

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax
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11. Statische Semantik

t € Type := Typen:
| Nat Typ der natiirlichen Zahlen

Typregeln:

n: Nat

e : Nat e, : Nat
e, + e, : Nat

Usw.

Il Werte

Ralf Hinze

Natiirliche
Zahlen
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand
Boolesche Werte

Werte/-
definitionen

Funktions/-
definitionen

Funktions-
ausdriicke

Rekursion

Entwurfsmuster
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11. Dynamische Semantik

v € Val ::= Werte:

| n natirliche Zahlen
Auswertungsregeln:
nin
e U my e U ny

eg+e U n+mn

e U my e U ny

el*ez ‘U nl'nz

Il Werte

Ralf Hinze

Natiirliche
Zahlen
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand
Boolesche Werte

Werte,
definitionen

Funktions/-
definitionen

Funktions-
ausdriicke

Rekursion

Entwurfsmuster
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11. Dynamische Semantik

NYY74
oo
©

Ist doch alles ziemlich offensichtlich, oder? Ich meine, es ist
doch Klar, dass ‘*’ beide Argumente ausrechnet und die
Ergebnisse dann multipliziert.

|

Was ist denn, wenn eins der Argumente 0 ist? ) } u \

NYY74
°o
©

Na ja, dann ist das Ergebnis halt auch 0. Ich sehe nicht, worauf
Du hinaus willst.

)

Wenn das erste Argument schon 0 ist, miissen wir das zweite
Argument ja gar nicht mehr ausrechnen!

e U0 JUQ

e;xe V0

NYY74
oo
©

0k, ist vielleicht schneller, aber 0 kommt immer noch raus.

J

III Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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11. Dynamische Semantik — Subtraktion

Die Differenz zweier Ausdriicke ist 0, wenn das zweite Argument groRer ist als das
erste.

e, Yn+k e, Y n e, ¥n e Y n+k
e ~e U k eg~e, U0

3" Mini-F# arbeitet auf den natiirlichen und nicht auf den ganzen Zahlen. (F# kennt
von Haus aus keine naturlichen Zahlen, daftir aber ganze Zahlen und
FlieRkommazahlen. In Kiirze mehr dazu.)

Der Operator — hort auch auf den Namen »monus«.

III Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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11. Dynamische Semantik — Division

Die Operatoren ‘=’ und ‘%’ implementieren die Division mit Rest: a + b ist der
Quotient von a und b und a % b ist der Divisionsrest.

e, ¥ nm e U n
ee~e U g

n=qg-n+rundv <n,

e U m e U ny
e %e, U r

n=qg-n,+rund v <N,

5~ Die Nebenbedingungen legen die Metavariablen g, ¥ € N eindeutig fest.

5" Fur b > 0 gilt stets

a=(a+~b)«b+(a%b) und 0<a%b<b

5~ Jede Zahl a lasst sich eindeutig in einen Quotienten und in einen Rest zerlegen
fir ein festes b > 0.

I Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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11. Dynamische Semantik — Division

» Die Ausdriicke e ~ 0 und e % 0 sind undefiniert; die dynamische Semantik ordnet
ihnen keinen Wert zu: es gibt kein r mit » < 0.

» Das ist unbefriedigend — die statische Semantik sollte ja gerade derartige
Programme herausfiltern.

» Eine Losung fiir dieses Problem stellen wir erst sehr viel spéter vor (in Teil VII).

III Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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III Werte

11. Dynamische Semantik Relf Hinae

Ich habe noch mal tiber die Multiplikation nachgedacht. Wenn
wir die Regel

e, 40
O epxe; U0 ek

hinzunehmen, dann kénnen wir Programme auswerten, die
sonst keinen Wert haben.

o NYY74
Ahem, wie meinst Du das? Die statische Semantik, oder wie das q_é
heilt, lasst sowas doch gar nicht zu. } %

Beispiel keinen Wert.

NYY74
Ja ... ) @

m Na, dann hat 0 = (0 + 0) auch keinen Wert. Aber mit meiner }
&

m Hast Du nicht aufgepasst ;-)? Der Ausdruck 0 + 0 hat zum J
&

Regel konnen wir den Ausdruck zu 0 auswerten.
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I Werte

]_ 1 . Demo Ralf Hinze

3> 4711 #2 + 815 5
10237 I
> 1111

121

S>> 111111

12321

>> 111111111 % 111111111
12345678987654321

I=5" Die Ergebnisse sind stets exakt. (Die Genauigkeit ist nicht auf die native
Genauigkeit von Rechnern, 32 oder 64 Bit, eingeschrankt.)
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III Werte

11. Uber den Tellerrand: F# el i

F# kennt eine Reihe verschiedener Zahlentypen (Nat ist leider nicht vordefiniert):
» pyte: natiirliche Zahlen von 0 bis 28 — 1 = 255;
» sbyte: ganze Zahlen von —27 = —128 bis 27 — 1 = 127 (signed byte);

» intl6: ganze Zahlen von —2'°> = -32768 bis 21> — 1 = 32767; e

» wuintl6: natiirliche Zahlen von 0 bis 216 — 1 = 65535 (unsigned int16);

» int und uint32: dito mit 32 Bit;

» int64 und uint64: dito mit 64 Bit;

» float32: 32-bit FlieRkommazahlen;

» float: 64-bit FlieRkommazahlen;

» bigint: ganze Zahlen.

5" Rechnen mit beschrankter Genauigkeit hat seine Tiicken: 255uy + 1luy = Ouy und
2147483647 + 1 = —2147483648.
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I Werte

1 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Motivation

Nicht-triviale Programme treffen viele Entscheidungen. Im einfachsten Fall wird
gepriift, ob ein bestimmter Sachverhalt wahr oder falsch ist:

> Ist das Konto iiberzogen?
» Ist Florian groRer als Lisa?

Das Ergebnis einer solchen Uberpriifung repriasentieren wir durch einen
Wahrheitswert: true oder false.
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III Werte

]_ 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Motivation

In Abhédngigkeit von einem Wahrheitswert kann die Rechnung dann einen bestimmten
Verlauf nehmen.

if e, then e, else e; J

Wertet der Ausdruck e;, die Bedingung, zu true aus, dann wird mit der Auswertung
von e, fortgefahren; wertet e, zu false aus, dann wird e; ausgewertet.
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12. Abstrakte Syntax

eu=-- Boolesche Ausdriicke:
| false falsch
| true wahr
| if e, then e, else e; Alternative
| e, < e kleiner
| e < e kleiner gleich
| e = e gleich
| e <> e ungleich
| e, = e groRer gleich
| e > e groRer
=" Die Notation e ::=--- soll andeuten, dass wir die Kategorie der Ausdriicke um

Boolesche Ausdriicke und Vergleichsoperatoren erweitern.
Der Teilausdruck e; der Alternative heilt Bedingung; die Teilausdriicke e, und e;
heiRen Zweige der Alternative.

III Werte

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax
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12. Statische Semantik

[ o=
| Bool Typ der Booleschen Werte

Typregeln:

false : Bool true : Bool

e; : Bool e:t ez:t
if e; then e, else e; : t

e, : Nat e, : Nat
USW.

Typen: J

e, < e, : Bool

5" Die Bedingung muss vom Typ Bool sein; die Zweige der Alternative konnen einen
beliebigen Typ besitzen; dieser ist auch der Typ des gesamten Ausdrucks.

I Werte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik
Dy
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12. Dynamische Semantik

Boolesche Werte:

Y o=
| false falsch
| true wahr
Auswertungsregeln:
false U false true U true
e; U true e U v e; U false e U v
if e, then e, else e; U v if e, then e, else e; Y v

I Werte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung
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12. Dynamische Semantik — Vergleichsoperatoren

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik

Fiir jeden Vergleichsoperator gibt es zwei Auswertungsregeln. Veretung

eedn+k edn e dn eln+tl+k
usw.
e; <e U false e, <e, U true J
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12. Beispielrechnung

4711 U 4711 815 U 815
4711 < 815 U false true U true

if 4711 < 815 then false else true U true "yes" I "yes"
if (if 4711 < 815 then false else true) then "yes" else "no" U "yes"

I3 Alternativen diirfen beliebig geschachtelt werden: die Bedingung der duReren
Alternative ist wiederum eine Alternative.

III Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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12. Demo

>>  false

false

>> true

true

>> if false then "yes" else "no"

"no"

>»> if true then "yes" else "no"

"yes"

>> if 4711 < 815 then "yes" else "no"
"o

>> if (if 4711 < 815 then false else true) then "yes" else "no"
"yes"

>»> if 4711 < 815 then true else 7 > 1
true

>»> if 4711 < 815 then 7 > 1 else false

false

I Werte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung
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I Werte

12. Vertiefung Ralf Hinze

Ein Boolescher Ausdruck modelliert einen Sachverhalt oder eine Aussage.

Vertiefung

Wir sind gewohnt, einfache Aussagen zu komplexen Aussagen zusammenzusetzen:
» Negation: Der Kunde ist nicht kreditwiirdig.
» Konjunktion: Das Konto ist iiberzogen und der Kunde ist nicht kreditwiirdig.
» Disjunktion: Das Netzteil ist defekt oder die Leitung ist unterbrochen.
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12. Vertiefung
» Negation von e:

if e then false else true

» Konjunktion von e; und e,:

if e, then e, else false

» Disjunktion von e; und e,:

if e, then true else e,

5> Wir kiirzen die Negation von e mit not e, die Konjunktion von e; und e, mit
e; && e, und die Disjunktion mit e; | | e, ab.

I Werte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik

Semantik

Vertiefung
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12. George Boole (1815-1864)

Der englische Mathematiker George Boole entwickelte in seiner
Schrift »The Mathematical Analysis of Logic« von 1847 den er-
sten algebraischen Logikkalkiil und begriindete damit die mo-
derne mathematische Logik.

Boole stellte die Wahrheitswerte durch die Zahlen 0 und 1
dar und driickte die logischen Operationen entsprechend durch
arithmetische Operationen aus.

56 OF HYPOTHETICALS.

1st. Disjunctive Syllogism.

Either X is true, or Y is true (exclusive), z+y-22y=
But X is true, z=
Therefore Y is not true, Ly=0
Either X is true, or Y is true (not exclusive), z+y-zy=
But X is not true, z=0
Therefore Y is true, Cy=1

I Werte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik

amische

Vertiefung
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13. Knobelaufgabe #4

Ein Ausdruck besteht aus einer Folge von Zeichen; ein Ausdruck vom
g Typ String wertet zu einer Zeichenfolge aus. Schreiben Sie ein
4 Programm, das zu seinem eigenen Programmtext auswertet.

Y74
Easy! >> "done" QZ
o | C

2N o

)

;\/,) Nicht ganz Harry: das Programm "done" besteht aus 6 Zeichen, sein
7€) Wert aus 4.
® T WG
??? ... Ach so, die Anfithrungs- >> show "done oo
striche!!! Schnell repariert: "\"done\"" J /
Ich sehe, Du hast die Funktion show entdeckt, die einen Wert in seine
externe Darstellung tiberfiihrt. Jetzt besteht Dein Programm aus
g 11 Zeichen, der Wert aus 6.
)

Ein Tipp: wenn Du nach der Auswertung des Ausdrucks putline it
eintippst, musst Du Zeichen fiir Zeichen den Programmtext erhalten.

III Werte

Ralf Hinze

Werte/-
definitionen

130



III Werte

1 3 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

>

>

Rechnungen sind in der Regel nicht linear, sie enthalten Zwischen- oder
Hilfsrechnungen.

Beispiel: Berechnung des Flacheninhalts eines Quadrats:

> zunichst: Seitenlinge ausrechnen, Motivation
» dann: Ergebnis der Zwischenrechnung mit sich selbst multiplizieren.

Um das Ergebnis einer Zwischenrechnung gegebenenfalls mehrfach verwenden
zu konnen, geben wir ihm einen Namen :

let s =4711 + 815 J

Das Konstrukt ist eine Wertedefinition: der Bezeichner links wird an den Wert
des Ausdrucks rechts gebunden. Lies: sei s gleich 4711 + 815.

Ein Bezeichner ist ein Ausdruck und somit auch:

S*S J

Der obige Ausdruck berechnet den gewiinschten Flacheninhalt.
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13. Motivation

» Welcher Bezeichner kann wo verwendet werden?
> Wie werden Wertedefinitionen und Ausdriicke verkniipft?
» Der Zusammenhang wird durch einen in-Ausdruck hergestellt.

let s=4711+815ins*s

» Vor in steht eine Wertedefinition.

» Nach in steht ein Ausdruck.

> Das gesamte Konstrukt ist wiederum ein Ausdruck.
» Der Bezeichner s ist nur in s * s sichtbar.

III Werte

Ralf Hinze

Motivation
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I Werte

13. Beispiel: Ausflug in den Zoo Ralf Hinze

Problem:

Die Klasse 2¢ macht einen Ausflug in den Zoo. Es fahren 27 Schiilerinnen und Schiiler
und 3 Lehrer mit. Die Fahrtkosten betragen 2€ fiir Kinder und 3€ fiir Erwachsene.
Kinder zahlen 5€ Eintritt und Erwachsene 10€. Wie teuer ist der Ausflug?

Berechnung der Kosten:

let Schiiler =27 in
let Lehrer =3 in
let Fahrtkosten = 2 * Schiiler + 3 * Lehrer in
let Eintritt =5 % Schiiler + 10 = Lehrer in

Fahrtkosten + Eintritt

5" Benennung von Teilrechnungen.
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III Werte

13. Wahl der Bezeichner e

» Der Bezeichner in einer Wertedefinition kann frei gewéhlt werden:

Motivation

let s =4711 +815insx*s J

ist gleichwertig zu

let size = 4711 + 815 in size * size J

» Fiir das Ausrechnen spielen Namen keine Rolle, wohl aber fiir den menschlichen
Betrachter eines Programms. Deshalb: moglichst aussagekraftige Bezeichner
vergeben.

> Allgemein gilt: je groRer der Sichtbarkeitsbereich eines Namens, desto mehr
Sorgfalt sollte man bei der Namenswahl walten lassen.

134



III Werte

13. Abstrakte Syntax — Definitionen Rt e

Wir fiihren eine neue syntaktische Kategorie ein: Deklarationen.

Abstrakte Syntax

x € Ident Bezeichner
d € Decl := Deklarationen:
| let x=e Wertedefinition

I3~ Der Bereich der Bezeichner Ident wird in Teil VI genau festgelegt.

Fiir’s erste: ein Bezeichner fangt mit einem Buchstaben an. Danach konnen weitere
Buchstaben, Ziffern, und Sonderzeichen wie ein Unterstrich oder ein Apostroph
folgen.
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13. Abstrakte Syntax — Ausdrucke

Ein in-Ausdruck verkniipft eine Definition mit einem Ausdruck.

en=--- lokale Definitionen:
| x Bezeichner
| dine lokale Definition

Der Teilausdruck e heilt Rumpf des in-Ausdrucks.

I Werte

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax
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I Werte

13. Statische Semantik

» Wie werden in-Ausdriicke typisiert?

Abstrakte Syntax

Statische Semantik

let s =4711 +815insx*s J Dy

mantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand

Wenn wir den Teilausdruck s * s typisieren, woher kennen wir den Typ von s?

» Ein Bezeichner kann in unterschiedlichen Kontexten einen unterschiedlichen Typ
besitzen.

(let s = true in s) && (let s =815 in s+ s> 4711) J
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I Werte

13. Statische Semantik — Signatur Relf Hinae

» Wir merken uns die Typen von Bezeichnern mit Hilfe einer sogenannten Signatur.

S € Sig = Ident -, Type Signatur | it semantt

Dynamische
Semantik

Eine Signatur ist eine endliche Abbildung von Bezeichnern auf Typen.

» Wir erweitern die Typregeln um Signaturen. Die Regeln spezifizieren die
nunmehr dreistellige Relation

ket

zwischen Signaturen, Ausdriicken und Typen. Lies: »beziiglich der Signatur > hat
e den Typ t«.
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III Werte

13. Statische Semantik — Definitionen A

Die statische Semantik ordnet
» einem Ausdruck einen Typ und
> einer Definition eine Signatur

bstrakte ntax
ZU. Statische Semantik

Typregel:

SXhke:t
Sk(letx=¢e):{x~1} J

5" Eine Signatur reprasentiert — dhnlich wie ein Typ — das, was wir liber eine
Definition statisch wissen.
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I Werte

13. Statische Semantik — Ausdriicke

Typregeln:

Motivation
X € dom > Abstrakte Syntex
Statische Semantik

3 x:3(x)

Dynamische
Semantik

Vertief

5" Zu jedem Bezeichner muss eine definierende Bindung existieren. .

Skd:Y 53 Fe:t
Sk(dine):t

5" Der Teilausdruck e wird beziiglich der Signatur >, 3’ typisiert. Der
Kommaoperator erweitert > um >’ und regelt Uberschneidungen.

140



13. Statische Semantik — Beispiel

Beispiel fiir einen wohlgetypten Ausdruck:

O 47 : Nat {s~ Nat} + s:Nat {s~ Nat}  s:Nat
D (let s=47):{s+~ Nat} {s+~ Nat} + s*s:Nat
& - (let s =47 in s * s): Nat

Beispiel fiir einen nicht wohlgetypten Ausdruck:

— Nat} + a: Nat?
D 47 : Nat {SHNat}F&Nat{S atyra:Na

D+ (let s =47):{s~ Nat} {s~ Nat} - s*a: Nat
@+ (let s =47 in s * a) : Nat

=" Die Formel {s — Nat} - a: Nat lasst sich nicht ableiten.

I Werte

Ralf Hinze

Motivation

Abstrakte Sy

ntax

Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand
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13. Dynamische Semantik

» Wie werden in-Ausdriicke ausgerechnet?

let s =4711 +815insx*s

J

Wenn wir den Teilausdruck s * s ausrechnen, woher kennen wir den Wert von s?

» Ein Bezeichner kann in unterschiedlichen Kontexten einen unterschiedlichen
Wert besitzen.

(let s = true in s) && (let s =815 in s+ s> 4711)

I Werte

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand
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13. Dynamische Semantik — Umgebung

» Wir merken uns die Werte von Bezeichnern mit Hilfe einer sogenannten
Umgebung.

0 € Env = Ident —, Val Umgebung

Wie eine Signatur ist eine Umgebung eine endliche Abbildung; im Unterschied
zur Signatur bildet sie Bezeichner auf Werte ab.

> Wir erweitern die Auswertungsregeln um Umgebungen. Die Regeln spezifizieren
die nunmehr dreistellige Relation

oFel v

zwischen Umgebungen, Ausdriicken und Werten. Lies: »beziiglich der Umgebung
0 wertet e zu v aus«.

III Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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I Werte

13. Dynamische Semantik — Definitionen Ralf Hinze

Die dynamische Semantik ordnet
» einem Ausdruck einen Wert und
» einer Definition eine Umgebung

Z\. Dynamische

Semantik
Vertiefung

Uber den Tellerrand

Auswertungsregel:

el v
o (letx=e) 4 {x—v} J
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I Werte

13. Dynamische Semantik — Ausdriicke Relf Hinae

Auswertungsregeln:

Abstrakte Syntax
X Edoméd e

Dynamische

Semantik

ox ¥ 6(x)

I” Zu jedem Bezeichner muss eine definierende Bindung existieren. Uber den Telleran

o-d V¢ 0,0/ el v
0 (dine) U v J

=" Der Teilausdruck e wird beziiglich der Umgebung 6, 6" ausgewertet. Der
Kommaoperator erweitert 6 um &’ und regelt Uberschneidungen.
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13. Dynamische Semantik — Beispiel

O 4711 + 815 U 5526 Ok s U 5526 Ok s U 5526
O let s=4711+815 ¥ 6 0+ sxs U 30536676
D+ let s=4711+815insx*s U 30536676

wobei § = {s+— 5526}

=" Der Rumpf s * s wird beziiglich der Umgebung {s — 5526} ausgerechnet.

I Aus Griinden der Ubersichtlichkeit kiirzen wir einfache Teilrechnungen ab.

III Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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13. Demo

> let s=4711+815insxs

30536676

>> et size = 4711 + 815 in size * size
30536676

>> (let s=4711+815ins*s)+1

30536677

>»> (let s=4711insx*s) + (let s=815ins*s)
22857746

> lets=4711inleta=s+sina+s
22198232

I Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand
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III Werte

13. Freie Bezeichner A

Ein Bezeichner, der nicht im Geltungsbereich einer Definition liegt, heillt frei.

Ausdruck freie Bezeichner

N {s}

s*a {a,s}

let s=4711ins*s %) vertetung
let s=4711ins~*a {a}

I° In dem Ausdruck d in e werden die in d definierten Bezeichner von den freien
Bezeichnern in e abgezogen.

Ein Ausdruck, der keine freien Bezeichner enthalt, heilt geschlossen.
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III Werte

13. Invarianten der Semantik A

Invariante der statischen Semantik:

Die statische Semantik typisiert nur Ausdriicke, deren freie Bezeichner in der Signatur
aufgefiihrt werden. — Bevor ein Teilausdruck, der freie Bezeichner enthdlt, typisiert
wird, wird zunéchst die Signatur um die Typen der freien Bezeichner erweitert.

Vertiefung

Invariante der dynamischen Semantik:

Die dynamische Semantik legt nur die Bedeutung von Ausdriicken fest, deren freie
Bezeichner in der Umgebung aufgefiihrt werden. — Bevor ein Teilausdruck, der freie
Bezeichner enthdlt, ausgewertet wird, wird zundchst die Umgebung um die Werte der
freien Bezeichner erweitert.
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III Werte

13. Redefinition Ralf Hinge

Was passiert, wenn man den gleichen Bezeichner mehrfach definiert?

{SH4}|_7 b7 {S'_’7} s 7 : Vertiefung
o444 {sm4}lets=7 1 {s—>7} *{s—7}Fsxs{ 49
Drlets=414 {s—4} {s—4}lets=7insxs U 49

Drlets=4inlets=7insxs ¥ 49

* Der Kommaoperator raumt der »neuen« Definition Vorrang ein:
{s—>4},{s—>7}={s— 7}
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13. Redefinition

m Sollte man den tiberhaupt Bezeichner redefinieren? Ich meine,
O ist das nicht schlechter Programmierstil?

)

Man soll in der Tat darauf achten, Bezeichner nicht zu f e
redefinieren. Allerdings: neue Namen zu erfinden ist schwer. J 20)

III Werte

Ralf Hinze

Vertiefung
Uber den Te
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I Werte

13. Umbenennungen Ralf Hinze

Die Festlegung, »neuen« Definitionen Vorrang einzurdaumen, ist sinnvoll. Sie ist
insbesondere kompatibel zum Umbenennen von Bezeichnern. B

Der Bezeichner s in e

let s=815insx*s J

kann zu size umbenannt werden,

let size = 815 in size * size J

ohne die Bedeutung des Programms zu dndern.
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I Werte

13. Umbenennungen Ralf Hinze

Die Bedeutung bleibt ebenso unverandert, wenn der Ausdruck Teil eines groeren
Programmes ist.

Semantik
Der Bezeichner s im rechten in-Ausdruck Vertefung

let s=4711inlet s =815insx*s J

kann zu size umbenannt werden,

let s =4711 in let size = 815 in size * size J

ohne die Bedeutung des Programms zu dndern.
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13. Demo

> (let s=4711insx*s) + (let s=815ins*s)
22857746

>> lets=4711inlet s=815insx*s

664225

>> let sy =4711inlet s, =815 in s, * $
664225

> lets=4711inleta=s+sina+a
44387042

> leta=Ilets=4711ins*sina+a
44387042

I Werte

Ralf Hinze

Vertiefung

Uber den Tellerrand
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13. Uber den Tellerrand: F#

Wollen wir mehrere Definitionen in einem Ausdruck verwenden, miissen wir
in-Ausdriicke aneinanderreihen.

let a=4711
+ 815
inletb=ax*a
ina+b

F# erlaubt alternativ das Ende einer lokalen Definition und den Anfang des Rumpfes
mit Hilfe des Layouts festzulegen.

let a=4711
+ 815

letb=ax*a

a+b

Abseitsregel: die Einrtickung bestimmt die Zugehorigkeit von Teilausdriicken.
Einriickung: der »aktuelle« Ausdruck wird weitergefiihrt; keine Einriickung: eine neue
Definition oder der Rumpfausdruck wird begonnen.

I Werte

Ralf Hinze

Uber den Tellerrand
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13. Beispiel: Berechnung der Wohnflache

Die Flache einer Wohnung mit dem unten skizzierten Grundriss soll berechnet
werden.

L L n r

(Das ist eine Vereinfachung, das Ergebnis des schon angesprochenen
Abstraktionsprozesses, mit dem wir Aufgaben in Rechenaufgaben verwandeln.)

I Werte

Ralf Hinze

Uber den Tellerrand
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I Werte

13. Beispiel: Berechnung der Wohnfldche Ralf Hinze

Natiirliche
Zahlen

Boolesche Werte

Werte,

Erfassung der Daten: definitionen

Motivation

Abstrakte Syntax

Iet Il S 1 Statische Semantik

Dynamische

let r =4 Seanti
Vertiefung

let bl =1 Uber den Tellerrand
Iet tl S 4 Funktions/-

definitionen

letl, =3 ausdrucke
letr, =7

let b, =2
lett, =6

Rekursion

Entwurfsmuster
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I Werte

13. Beispiel: Berechnung der Wohnfldche Ralf Hinze

Gesamtfldche: Summe der beiden Quadratflichen minus der Schnittflache.

let S =rn-— ll
Iet SZ S }’2 = 12
letw=r =1 i
let h = t]. - b2 L;:;‘c;‘e‘;;‘ellerl‘and
Sl*Sl"'SZ*SZ;W*h

I Vermeidung von Mehrfachrechnungen: s; » s; statt (r; = L) * (r; = I,).

>
3> s xS +SH*SH=Wxh
23

Die Wohnfldche betragt somit 23 m?.
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13. Beispiel: Berechnung der Wohnfldche

Andern wir die Daten, indem wir die Koordinaten der beiden Quadrate »vertauschen,

y

L L r, r

letl;, =3
letr, =7
let b, =2
lett; =6
let 12 =1
letr, =4
let b, =1
lett, =4

erleben wir eine unangenehme Uberraschung:

3> letl =3

> ..

3> S 4§ +SH*SH=Wxh
0

I Werte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand
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III Werte

13. Beispiel: Berechnung der Wohnflache Ralf Hinze

I3~ Das obige Programm macht unausgesprochene Annahmen tiber die relative Lage
der beiden Quadrate. (Welche?)

Wollen wir das Programm »robuster« machen, miissen wir die Lage der Quadrate
berticksichtigen. Viele unterschiedliche Konstellationen sind denkbar:

Uber den Tellerrand

[ il []

Wie werden wir Herr oder Frau der Lage?
I Entscheidende Einsicht: Uberschneidungen konnen getrennt fiir jede der beiden

Koordinatenachsen ausgerechnet werden. Auf diese Weise wird ein 2-dimensionales
auf ein 1-dimensionales Problem zurtickgefiihrt.
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III Werte

13. Beispiel: Berechnung der Wohnflache Ralf Hinze

Konzentrieren wir uns auf die x-Achse. Wenn wir annehmen, dass I, < v, und L, < r»
gilt, dann ergeben sich sechs mdgliche Konstellationen:

L r L r N n
——— : :
|—| |—| |—| Uber den Tellerrand
L g L r2 L r2
L n L 51 L n
—— : AT —
L ra L ra L 2
y

Léinge der Uberschneidung: min v, v, ~ max I L.
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I Werte

13. Intermezzo: Minimum und Maximum R

» Minimum von e; und e,: —

Abstrakte Syntax

Statische Semantik

if e; < e, then e, else e, J —

Semantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand

» Maximum von e; und e,:

if e, < e, then e, else ¢, J

I3 Wir kiirzen das Minimum von e; und e, mit min e; e, und das Maximum mit
max e; e, ab.
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13. Intermezzo: Minimum und Maximum

I=3° Ist die Berechnung von e; oder e, aufwandig, formuliert man besser:
» Minimum von e, und e,:

let a; = ¢;
let day (]
if a, < a, then a, else a,

I Werte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand

» Maximum von e; und e,:

let a, = ¢
let a, = e,
if a, < a, then a, else a,

Warum?
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13. Beispiel: Berechnung der Wohnfldche

let; =1
letr, =4
let b, =1
lett; =4
letl, =3
letr, =7
let b, =2
let t2 =6

)

51

b,

b,

L Ln r

Losung:
Iet Sl = rl = ll
let S =1 = 12
let w=minr, r, =maxl b

let h = mint, t, ~ max b, b,
S *8+8S*SH =Wxh

I Werte

Ralf Hinze

Natiirliche
Zahlen

Boolesche Werte

Werte

definitionen
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Uber den Tellerrand

Funktions/-
definitionen

Funktions-
ausdriicke

Rekursion

Entwurfsmuster
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III Werte

14. Knobelaufgabe #5 Ralf Hinze

Mit zwei Rechtecken lassen sich 22 = 4 »verschiedene« Flichen konstruieren; mit drei
Rechtecken 23 = 8 und mit vier Rechtecken 24 = 16. Zwei Flachen gelten als »gleich,

wenn sie von den gleichen Rechtecken tiberdeckt werden. (Die Zahlen in den funiion: o
Beispielen geben jeweils die Gesamtzahl der Uberdeckungen an.) tvation

Wieviele verschiedene Flachen lassen sich mit fiinf Rechtecken erzeugen? Und mit
sechs?
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14. Motivation

» Zur Erinnerung:

let s=4711+815ins=*s

III Werte

Ralf Hinze

berechnet den Flacheninhalt eines Quadrats der Seitenldnge 4711 + 815.

» Wir konnen das Programm verallgemeinern, indem wir von der Seitenlinge
abstrahieren: aus s * s wird eine Funktion in s.

let area (s: Nat): Nat =s*s

» area ist der Name der Funktion,
» svom Typ Nat ist der formale Parameter und
» sxsvom Typ Nat heiRt Rumpf der Funktion.
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III Werte

]_ 4 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

» Um den Flicheninhalt fiir eine gegebene Seitenlinge zu berechnen, wenden wir
die Funktion an:

Motivation

area (4711 + 815) J

4711 + 815 ist das Argument oder der aktuelle Parameter der Funktion.

» Der Funktionsaufruf wird ausgerechnet, indem der formale Parameter an den
aktuellen Parameter gebunden wird und in dieser Umgebung der Rumpf
ausgewertet wird.

area (4711 +815) = lets=4711+815insx*s J
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III Werte

]_ 4 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

» Der Vorteil einer Funktionsdefinition ist, dass die Funktion mehrfach angewendet
werden kann:

area (4711) + area (815) J
» Ohne Funktionen im Repertoire miissten wir formulieren: Hataton
(let s=4711 ins*s) + (let s =815 in s * ) J i

5~ Der Ausdruck wird verdoppelt, nicht nur die Rechnung!

» Funktionsdefinitionen sind Definitionen und koénnen wie diese in in-Ausdriicken
verwendet werden.

let area (s: Nat): Nat = s * s
in area (4711) + area (815) J

Sichtbarkeit: area ist im in-Ausdruck sichtbar; der formale Parameter s hingegen
nur im Funktionsrumpf.
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I Werte

14. Beispiel: Berechnung der Wohnflache — da capo

Die Flache einer Wohnung mit dem unten skizzierten Grundriss soll berechnet
werden.

Motivation

Abstrakte Syntax

L L n r
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I Werte

14. Beispiel: Berechnung der Wohnflache — da capo

Alte Losung: Neue Losung:

letl, =1 let total-area (1,11, by, t;, b, 1>, by, &) : Nat =
letr, =4 let s, =1, = |

Ietb1:l IetSZZVZ;IZ

lett; =4 let w=minr  r, ~max 1l b

letl, =3 let h = mint, t, ~ max b, b,

letr, =7 S *S +SH xS =wxrh

let b, =2 let Wohnfldiche =

lett, =6 total-area (1,4,1,4,3,7,2,6)

let s; = =1

let s, =r, =1,

letw =minr,r,-=maxl, L
leth =mint; t, — max b, b,
S *8+ 8 *S = WwWxh
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14.

>
23
>
23
>>
16
=>>
25

Demo

total-area (1,4,1,4,3,7,2,6)
total-area (3,7,2,6,1,4,1,4)
total-area (0,4,0,4,1,2,1,2)

total-area (0,4,0,4,4,7,4,7)

I Werte

Ralf Hinze
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III Werte

14. Abstrakte Syntax Relf Hinae

f € Ident

d:=--- Deklarationen: .
| let f (x:t)):t,=e Funktionsdefinition

e u=-- Funktionsausdriicke:
| f(e) Funktionsapplikation

I t, ist der Argumenttyp von f und ¢, der Ergebnistyp.

5" Funktionsapplikation ist der vornehme Name fiir Funktionsaufruf oder
Funktionsanwendung.
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I Werte

14. Statische Semantik

Eine Funktion mit dem Argumenttyp ¢, und dem Ergebnistyp ¢, erhdlt den Typ
t, — t,. Lies: t, nach t,.

fus e Typen:
|t >ty Funktionstyp J

Abstrakte Syntax

Statische Semantik

Typregeln: Dynamisch

Semantik
Vertie

Z,{Xl'_’tl}l_ezztz
SkE(letf (x:t):t=e):{ft,>1}

Z(f):tlﬂt') Zl_el:tl
- € dom >
Sr (et ! |

5" Der Rumpf einer Funktion wird in der um den formalen Parameter erweiterten
Signatur getypt (‘,” ist der Kommaoperator).
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III Werte

14. Dynamische Semantik Relf Hinae

P> Was ist der Wert einer Funktion?
» Konnen wir Funktionen iiberhaupt auswerten?

» Man konnte eine Funktion tabellieren: fiir jedes Argument wird der
Funktionswert ausgerechnet. Beispiel:

Dynamische

let not (a: Bool) : Bool = if a then false else true J semantik

wird ausgewertet zu

{false — true, true — false} J

I3~ Nicht machbar, wenn das Argument eine natiirliche Zahl ist.

» Idee: die Auswertung einer Funktion wird verzogert oder »eingefroren, bis der
aktuelle Parameter bekannt ist.
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III Werte

14. Verzogerte Auswertung RalfHinze

Was passiert, wenn der Funktionsrumpf freie Bezeichner enthalt?

=242
Drletd=2 1V {d—2} {d— 2} let next (n)=n+d { ? Semani
D letd=2let next (n)=n+d { ?

=" Wenn wir die Auswertung »einfrieren« und spater fortsetzen (»auftauen«) wollen,
miissen wir uns die Funktionsdefinition und die aktuelle Umgebung merken.

175



III Werte

14. Dynamische Semantik Relf Hinae

Der Bereich der Werte wird um Funktionsabschliisse erweitert (engl. closures).

Vo= Werte:
| (0, x, e) Funktionsabschluss J

Dynamische
Semantik

Fir das obige Beispiel, die Funktion next, erhalten wir:

({d— 2}, n,n+d) J

Die Funktionsdefinition, die Zuordnung von n zu n + d, wird festgehalten; die
Umgebung {d ~ 2} legt die Bedeutung des freien Bezeichners d fest.
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III Werte

14. Dynamische Semantik Relf Hinae

Auswertungsregel:
S (letf(x)=e) 4 {f(6,x e} J
Eine Funktionsdefinition wertet zu einer Bindung aus, in der der Funktionsname an
einen Funktionsabschluss gebunden ist. Semant

Die Kombination aus Umgebung und Ausdruck, é I e, kann als Konfiguration oder
Zustand eines Rechners aufgefasst werden; die Auswertungsregeln legen die
Arbeitsweise des Rechners fest; eine »closure« speichert im Wesentlichen eine

Konfiguration.
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III Werte

14. Dynamische Semantik Relf Hinae

Auswertungsregel:

5(f) = (68, xy, e) Ske v S A xrviiked v e
5Hf(e) Vv J

I=5° Jetzt da der aktuelle Parameter bekannt ist, kann die verzogerte Auswertung
wiederaufgenommen werden.
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14. Dynamische Semantik — Beispielrechnung

6-11+5 016 {s—16}Fsxs ¥ 256

D letarea(s)=s+s ¥ o 0 area (11+5) U 256
@ & let area (s) =s+ sinarea (11+5) 4 256
wobei 6 = {area— (D, s, s * s)}

V.

I Der Bezeichner area wird an den Funktionsabschluss (&, s, s * s) gebunden.

I Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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I Werte

14. Vertiefung Rt e

Den Booleschen Verkniipfungen konnen wir jetzt einen Namen geben.
» Negation:

let not (a: Bool) : Bool = if a then false else true J

» Konjunktion:

let and-also (a: Bool, b : Bool) : Bool = if a then b else false J

» Disjunktion:

let or-else (a: Bool, b : Bool) : Bool = if a then true else b J

I and-also und or-else haben zwei Parameter.
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I Werte

NYV74
oﬂé Funktionsabschluss? Wozu soll das gut sein? Ralf Hinze
O/ Bachelorabschluss war mir lieber. J

Jedes Programm hat seinen Wert: der Abschluss (9, x, e) ist der

Wert einer Funktion. Der Wert umfasst alles, was wir iiber eine S

Funktion wissen miuissen: wie das Funktionsergebnis e in g})}/

Abhéngigkeit vom Funktionsargument x berechnet werden

kann und welche Bedeutung die freien Variablen haben. Mothvation

Miissen wir eigentlich Funktionen immer einen Namen geben?
Das machen wir beim Rechnen mit natiirlichen Zahlen ja auch

} u k nicht—jeder Zahl einen Namen geben, meine ich. Warum haben
wir keine Ausdriicke, die zu Funktionen auswerten? Wenn
Funktionen Werte sind ...

Gute Idee, Lisa! ;\/ ,)
J ()

181



III Werte

15. Abstrakte Syntax Relf Hinae

e:u=-- Funktionsausdriicke:
| fun(x:t) > e Funktionsabstraktion
| ee Funktionsapplikation

IZ fun (x:t) — e ist eine anonyme Funktion mit dem formalen Parameter x und dem
Rumpf e. Abstrakte Syntax

5~ Funktionsaufrufe werden ebenfalls verallgemeinert: da Funktionen berechnet
werden konnen, verallgemeinert sich f e; zu e e;.

Aus der Schule ist man gewohnt, Applikationen zu klammern: f (e) statt f e. In der
konkreten Syntax sind Klammern nur notig, wenn das Argument nicht »atomar« ist:
fxund f 4711, aber f (x +4711). Spater mehr dazu.
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15. Statische Semantik

Typregeln:

S{x~t}Feit
Sk (fun(x,:t;) > e):t; >t

Zl—e:t1—>t2 Zkel:tl

Zl—eelitz

I Werte

Ralf Hinze

Natiirliche
Zahlen

Boolesche Werte

Werte
definitionen

Funktions/-
definitionen

Funktions-
ausdriicke
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Rekursion

Entwurfsmuster
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III Werte

15. Dynamische Semantik Relf Hinae

Auswertungsregeln:

6+ (funx—e) ¥ (9, x, e)

oke VU (&, x,¢) oke U v O {xyrviie U
Okee UV

Dynamische
Semantik

5" Die Auswertung der Funktionsapplikation ist jetzt etwas komplizierter, da
zusdtzlich e ausgerechnet werden muss — vorher stand an dieser Stelle ein
Bezeichner.

Die Auswertung einer Applikation vollzieht sich somit in drei Schritten:
1. die Funktion wird ausgerechnet;
2. das Argument wird ausgerechnet;
3. der Rumpf der Funktion wird ausgerechnet.
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I Werte

15. Vertiefung Ralf Hinze

>
>

v

Auch mit Funktionen lasst sich vorziiglich rechnen.

Die folgenden Definitionen setzen die Addition und die Multiplikation auf
Funktionen fort.

let add (f : Nat - Nat, g : Nat — Nat) : Nat — Nat =
fun (x: Nat) - f x+gx

let mul (f : Nat - Nat, g : Nat — Nat) : Nat - Nat =
fun (x: Nat) - f x* g x

Vertiefung

add und mul arbeiten auf Funktionen des Typs Nat — Nat.

Mit Hilfe von id und constant lassen sich Funktionen des Typs Nat — Nat
konstruieren.

let id : Nat — Nat = fun (x: Nat) - x

let constant (n: Nat) : Nat — Nat =
fun (x: Nat) - n
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15. Demo

>» add (id, constant 4711)

val it : Nat — Nat

>» (add (id, constant 4711)) 815
5526

>»> add (id, constant 4711) 815
5526

>> let square = mul (id, id)

val square : Nat — Nat

>> square 4711

22193521

> let twice (f : Nat — Nat) : Nat — Nat = funx - f (f x)
val twice : (Nat — Nat) - (Nat — Nat)
3> twice square 2

16

>»  twice (twice square) 2

65536

I Werte

Ralf Hinze

Vertiefung
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Wenn ich das richtig sehe, dann sind Funktionsdefinitionen gar

nicht mehr notwendig: die Funktionsdefinition
m letf (x:t)):t,=e
= entspricht exakt der Wertedefinition

let f=fun(x:t;) > e

Hmm, Du meinst wohl, anonyme Funktionen sind tiberfliissig.
Statt

fun (x:t,) > e

schreibe ich immer

let f (x:t)):t,=einf

NYY74
co
©

m Also Harry, ich erkenne Dich gar nicht wieder: 28 Tastendriicke J
e

statt 17. Sonst bist Du doch so tippfaul.

I Werte

Ralf Hinze

Vertiefung
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16. Knobelaufgabe #6

Harry Hacker hat mit dem folgenden Ausdruck den »International Obfuscated F#
Code Contest« gewonnen.

leta=funbc—->b(bc)inaaaa(fund—dxd=+d)9

Zu welcher nattirlichen Zahl wertet der Ausdruck aus?

I Werte

Ralf Hinze

Rekursion
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I Werte

1 6 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

» Wieviele Moglichkeiten gibt es, n verschiedene Objekte in einer Reihe zu
arrangieren?

> Fiir die erste Position gibt es n Moglichkeiten,
> fir die zweite Position gibt es n — 1 Méglichkeiten,
» Motivation

> fiir die vorletzte Position gibt es 2 Moglichkeiten,
> fiir die letzte Position gibt es 1 Moglichkeit.

P Insgesamt gibtes 1 x 2 x --- » (n— 1) » n Moglichkeiten.
» Diese Zahl heiRt auch n Fakulidt, notiert n!.
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16. Motivation

Wie konnen wir die Fakultatsfunktion in Mini-F# programmieren?

Ein erster Versuch:

let factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 1
else if n=1thenl
elseif n=2 then1 % 2
elseif n=3thenl 2 x3
else ...

3" Der Wert von 0 Fakultéat ist 1, da das leere Produkt von Zahlen
vereinbarungsgemal 1 ist.

I Werte

Ralf Hinze

Motivation
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I Werte

]_ 6 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Beobachtung: in jedem der Félle n > 0 ist der letzte Faktor die Zahl n selbst.

let factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 1
else if n=1thenn
elseif n=2then1l *n
elseif n=3thenl*2xn
else ...

Motivation
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I Werte

]_ 6 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

I=5° Der Faktor n kann aus den Zweigen der Alternativen »herausgezogen« werden.

let factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 1
else ( if n=1 then 1
else if n=2 then 1
else if n=3 then1 * 2
else ...) xn

Motivation
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III Werte

]_ 6 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Der Ausdruck in Klammern sieht dem urspriinglichen Funktionsrumpf sehr dhnlich.
Die Konstanten kénnen in Ubereinstimmung gebracht bringen, indem wir links und
rechts jeweils 1 subtrahieren.

let factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then1 vbaton
else (if n=1=0 then 1 Statische Semant
elseif n=1=1 then 1 g
elseif n-=1=2thenl * 2
else ...) xn

5" Der Ausdruck in Klammern ist gleich dem Aufruf factorial (n - 1).
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III Werte

]_ 6 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Erlauben wir bei der Definition einer Funktion den Riickgriff auf die definierte
Funktion selbst (!), so erhalten wir:

let rec factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 1 else factorial (n~1) * n J —

5~ Greift man bei der Definition auf das definierte Objekt selbst zurtick, spricht man
von einer rekursiven Definition.

5" Rekursive Definitionen werden mit dem Schliisselwort rec gekennzeichnet.
(Warum?)
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I Werte

16. Abstrakte Syntax Relf Hinae

d:=-- Deklarationen:
| letrecf (x,:t)):t,=e rekursive Funktionsdefinition J

Abstrakte Syntax

I let rec f (x) = e definiert genau wie let f (x) = e eine Funktion, nur dass in e
zusatzlich der Bezeichner f sichtbar ist.
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I Werte

16. Statische Semantik T

Typregeln:

S{frth-obhyxr-t}l-e:h
Z.|_(Ietrecf(xlztl):tz:ez):{f'_’tlﬂtz}

Statische Semantik

Dy

Zum Vergleich die Regel fiir nicht-rekursive Definitionen:

S{x -t} e:t
Sk(letf (x:t):t=e):{f1t,>1} J
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I Werte

16. Dynamische Semantik Relf Hinae

Der Bereich der Werte wird um rekursive Funktionsabschliisse erweitert.

Vo= Werte:
| (6, f, x, e) rekursiver Funktionsabschluss J

Auswertungsregeln:

O (letrecfx=e) U {f—(0,f, x, e}

Dynamische
Semantik

el v oke Vv O Afrv,xyPvit e UV
Okee UV

mit v = (5, f, x;, €')

I~ f wird an den rekursiven Funktionsabschluss gebunden, in dem f selbst
aufgefiihrt wird. (Aus der Rekursion wird ein zyklisches Geflecht.)
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16. Demo

Die Fakultat wachst sehr schnell, wie die folgenden Aufrufe zeigen.

>> factorial 10

3.628.800

>> factorial 100
93.326.215.443.944.152.681.699.238.856.266.700.490.715.968.264.
381.621.468.592.963.895.217.599.993.229.915.608.941.463.976.156.
518.286.253.697.920.827.223.758.251.185.210.916.864.000.000.000.
000.000.000.000.000

I=F Die Zahl der Atome im sichtbaren Weltall wird auf ungefihr 107° geschitzt;
factorial 100 mit seinen 158 Stellen iibersteigt diese Zahl um ein Vielfaches.

III Werte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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17. Vertiefung

» Der Schritt von den nicht-rekursiven zu den rekursiven Funktionen ist ein
gewaltiger.

Mini-F# ist berechnungsuniversell.

Mit Mini-F# konnen wir die prinzipiellen Moglichkeiten eines Rechners
ausnutzen.
» Mehr dazu spiter in der Theoretischen Abteilung der Informatik.
» Wir wenden uns an dieser Stelle den vergniiglichen Dingen zu, der
Programmierung. Im Folgenden:
» Potenzfunktion,
» Quadratwurzel,
» ein Ratespiel,
> und mehr.

III Werte

Ralf Hinze

Entwurfsmuster

199



III Werte

17. Vertiefung Ralf Hinze

let rec factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then1
else factorial (n = 1) * n

Die Definition basiert auf der Tatsache, dass eine nattirliche Zahl entweder 0 oder
grofer als O ist.

Peano
Entwurfsmuster

Problemldsungsbrille:
» Rekursionsbasis: die Losung muss unmittelbar angeben werden.

» Rekursionsschritt: rekursiv wird eine Losung fiir n — 1 bestimmt, dann wird die
Teillosung zu einer Gesamtlosung fiir n erweitert.
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I Werte

17. Potenzfunktion Ralf Hinge

Wenden wir das Problemlésungsschema auf die Potenzfunktion x" an.

let rec power (x: Nat,n: Nat): Nat =
if n=0 then...
else ...power (x,n=1)... o

Leibniz

Entwurfsmuster

I Wir rekurrieren iiber n, nicht iiber x. (Warum?)
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17. Potenzfunktion

» Rekursionsbasis: x° = 1.

let rec power (x: Nat,n: Nat): Nat =
if n=0 then 1
else ...power (x,n=1)...

» Rekursionsschritt: X" = X! x x.

let rec power (x: Nat,n: Nat): Nat =
if n=0 then 1
else power (x,n = 1) * x

I Werte

Ralf Hinze

Peano
Entwurfsmuster
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I Werte

17. Multiplikation Relf Hinae

Die Potenzfunktion wird auf wiederholte Multiplikation zuriickgefiihrt. Ebenso lasst
sich die Multiplikation auf wiederholte Addition zuriickfiihren.

let rec mul (m: Nat,n: Nat) : Nat = '
if m=0 then... é?‘&if‘-smusze,
else ...mul (m=1,n) ...

203



17. Multiplikation

» Rekursionsbasis: 0 » n = 0.

let rec mul (m: Nat,n: Nat) : Nat =
if m=0 then0
else ...mul (m-=1,n)...

» Rekursionsschritt: m+n=(m-1) * n+n.

let rec mul (m: Nat,n: Nat) : Nat =
if m=0 thenO
else mul (m=1,n)+n

I Werte

Ralf Hinze

Peano
Entwurfsmuster
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I Werte

17. Addition n—

Und die Addition lasst sich auf die Nachfolgerfunktion zuriickfithren.

let rec add (m: Nat, n: Nat) : Nat =
if m=0 then... peano
else ...add (m—=1,n)... e
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I Werte

17. Addition

Ralf Hinze

» Rekursionsbasis: 0 + n = n.

let rec add (m: Nat, n: Nat) : Nat =
if m=0 then n
else ...add (m=1,n)...

» Rekursionsschritt. m+n=(m-1)+n+1. SrT—

let rec add (m: Nat, n: Nat) : Nat =
if m=0thenn
else add (m—=1,n) +1
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I Werte

17. Zwischenfazit Ralf Hinge

Die Beispielprogramme zeigen, dass wir theoretisch mit einigen wenigen
vordefinierten Funktionen auskommen:
» der Zahl O,
» dem Test »gleich O,
» der Nachfolgerfunktion und -

» der Vorgingerfunktion.

[=>° Minimalistische Sprachen sind von Vorteil, wenn man Aussagen tiber alle
Programme einer Sprache machen mochte. Mehr zu diesem Thema spéter aus der
Abteilung der Theoretischen Informatik.
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III Werte

17. Peano Entwurfsmuster Ralf Hinge

Haben wir die Aufgabe eine Funktion f : Nat — t zu erstellen, dann sieht ein erster
Entwurf folgendermalRen aus.

let rec f (n: Nat):t = Peano Entwurfsmuster:
if n=0 then... Rekursionsbasis
else ...f(n=1)... Rekursionsschritt

Peano
Entwurfsmuster

Die Ellipsen miissen mit Leben gefiillt werden:
» Rekursionsbasis: ein Ausdruck des Typs .
> Rekursionsschritt. ein Ausdruck, der die Teillosung f (n = 1) vom Typ ¢ zu einer
Gesamtlosung vom Typ ¢ erweitert.
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III Werte

17. Giuseppe Peano (1858-1932) Relf Hinae

Der italienische Mathematiker und Logiker Giuseppe Peano ent-
wickelte, an die Algebra der Logik von Boole, Jevons, Schroder, Po-
rezki ankniipfend, die mathematische Logik weiter.

Von Peano stammt ein bekanntes und noch heute verwendetes Axiomensystem fiir
die natiirlichen Zahlen.
» 0 ist eine natiirliche Zahl.
> Fiir alle n gilt, dass, wenn n eine natiirliche Zahl ist, auch die auf n folgende Zahl eine
naturliche Zahl ist.
» Wenn auf zwei Zahlen dieselbe Zahl folgt, sind sie identisch.
» 0 kann nicht auf eine natiirliche Zahl folgen.
» Das Induktionsaxiom: Wenn 0O eine Eigenschaft hat, und wenn jede auf eine natiirliche Zahl
folgende Zahl die Eigenschaft besitzt, sofern die Zahl selbst die Eigenschaft hat, dann
haben alle natiirlichen Zahlen die betreffende Eigenschaft.

Peano
Entwurfsmuster
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17.

Induktion: das Domino Prinzip

I Werte

Ralf Hinze

Peano
Entwurfsmuster
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17. Quadratwurzel

Aufgabe: square-root n soll die Quadratwurzel der Zahl n bestimmen. Genauer:
gesucht wird die grofite Zahl r, so dass r = r < n.

3> square-root 4711
68

>> square 68

4624

3> square 69

4761

In eine Formel gegossen suchen wir |\/7].

I Werte

Ralf Hinze

Peano
Entwurfsmuster

Leibniz
Entwurfsmuster
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17. Quadratwurzel

Mit dem Peano Entwurfsmuster erhalten wir:

let rec square-root (n: Nat) : Nat =
if n=0 then...
else ... square-root (n=1) ...

I Werte

Ralf Hinze

Peano
Entwurfsmuster

Leibniz
Entwurfsmuster

Ratespiel



I Werte

17. Quadratwurzel A

» Rekursionsbasis: |/0] = 0.

let rec square-root (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 0
else ...square-root (n=1)...

> Rekursionsschritt: Wie lasst sich aus |7 - 1] eine Losung fiir [ /7] herleiten?
Es gilt: 0 < |/n] - |[Vn - 1] < 1 wenn n > 0. Also, .
> |/n| ist entweder identisch zu [v/n — 1] oder pmster

> |\/n| ist um eins groRer. o
Wir testen einfach, ob wir mit der Erhohung tiber das Ziel hinausschieRen.

let rec square-root (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 0
else let r = square-root (n = 1)
in if n< square (r +1) thenr else r + 1




III Werte

17. Peano Entwurfsmuster — programmiert Ralt Hinze

Was ist im Rekursionsschritt zu tun?
» Rekursionsschritt. ein Ausdruck, der die Teillosung f (n = 1) vom Typ ¢ zu einer
Gesamtlosung vom Typ ¢ erweitert.
Einsicht: die Erweiterung der Teilldsung zu einer Gesamtlosung ist der Natur nach
eine Funktion.

Peano
Entwurfsmuster

Geben wir also den fehlenden Programmteilen im Schema einen Namen.

let rec f (n: Nat): Nat =
if n=0 then zero
else succ (f (n=1))
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I Werte

17. Peano Entwurfsmuster — programmiert Ralt Hinze

Abstrahieren wir von zero und succ, erhalten wir eine Implementierung des Peano
Entwurfsmusters.

let peano-pattern (zero: Nat, succ : Nat — Nat) : Nat — Nat =
let rec f (n: Nat): Nat =
if n=0 then zero o
else succ (f (n=1)) —

Peano
Entwurfsmuster

in f
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17. Peano Entwurfsmuster — programmiert

Mit Hilfe von peano-pattern konnen wir power usw. kiirzer aufschreiben.

let power (x, n) = (peano-pattern (1, fun s - s* x)) n
let mul (m, n) = (peano-pattern (0, fun s > s+ n)) m
let add (m,n) = (peano-pattern (n,funs - s+1)) m

I3~ Man sieht sehr schon, wie jeweils die Teillosung s zu einer Gesamtlosung
erweitert wird.

III Werte

Ralf Hinze

Peano
Entwurfsmuster



17. Peano Entwurfsmuster — programmiert

Ganz perfekt ist die Umsetzung des Entwurfsmusters noch nicht.
» Der Typ ist zu speziell:

let peano-pattern (zero: Nat, succ : Nat — Nat) : Nat — Nat =

J

» Die Fakultatsfunktion und die Quadratwurzel lassen sich damit nicht definieren.

I Werte

Ralf Hinze

Peano
Entwurfsmuster

Leibniz
Entwurfsmuster
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17. Knobelaufgabe #7

Harry Hacker hat die Fakultatsfunktion auf die ganzen Zahlen portiert.

let rec factorial (n:int):int = // natural numbers are
if n=0 then 1 // for quiche eaters
else factorial (n—1) * n

Die ersten Tests sind vielversprechend ...

>»> factorial 5
120

>> factorial 10
3628800

...aber irgendwo muss sich ein Fehler eingeschlichen haben:

>> factorial 17
- 288522240
>»> factorial 34
0

I Werte

Ralf Hinze

Peano
Entwurfsmuster




17. Leibniz Entwurfsmuster

» Beim Peano Entwurfsmuster wird das Problem fiir n auf das Problem fiir n =~ 1
zurtickgefiihrt.

» Wir konnen alternativ versuchen, das Problem fiir n auf das Problem fiir n < 2
zurickzufiihren.

» Zur Erinnerung:

a=(a<=2)*2+(a%?2)

I~ Jede Zahl a lasst sich eindeutig in einen Quotienten und in einen Rest
zerlegen.

III Werte

Ralf Hinze

Leibniz
Entwurfsmuster
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I Werte

17. Potenzfunktion — da capo Ralt iz

Programmieren wir die Potenzfunktion neu.

let rec power (x: Nat,n: Nat): Nat =
if n=0 then... o
else ...power (x,n+2) ... e
Entwurfsmuster

Ratespiel
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I Werte

17. Potenzfunktion — da capo Ralt iz

» Rekursionsbasis: x° = 1.

let rec power (x: Nat,n: Nat): Nat =
if n=0 then 1
else ...power (x,n+2) ...

» Rekursionsschritt: x" = x(1+2)%2+(1%2) — (xn+2)2 , ynx2, o

Entwurfsmuster

let rec power (x: Nat,n: Nat): Nat = Ratespie
if n=0 then 1
else if n%2 = 0 then square (power (x,n + 2))
else square (power (x,n +2)) * X




17. Potenzfunktion — Laufzeit

v

vy

Wieviele rekursive Aufrufe benotigt power (x, n) jetzt? (Vorher waren es n.)
In jedem Schritt wird n halbiert; das konnen wir insgesamt Ign = log, n mal

machen.
power hat eine logarithmische Laufzeit.
Die erste Version hat eine lineare Laufzeit.

Programme mit logarithmischer Laufzeit haben einen erheblichen
Geschwindigkeitsvorteil gegeniiber solchen mit linearer Laufzeit.

n Ign

1.000 = 10
1.000.000 = 20
1.000.000.000 = 30

III Werte

Ralf Hinze

Leibniz
Entwurfsmuster
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I Werte

17. Multiplikation — da capo

Mit dem gleichen Entwurfsmuster lasst sich auch die Multiplikation verbessern.

let rec mul (m: Nat,n: Nat) : Nat =
if m=0 then... —
else ...mul (m+2,n)...

Entwt smuster
Ratespiel
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I Werte

17. Multiplikation — da capo Rel e

» Rekursionsbasis: 0 » n = 0.

let rec mul (m: Nat,n: Nat) : Nat =
if m=0 then0
else ...mul (m-=2,n)...

» Rekursionsschritt:
m+n=((m=+2)*2+(m%2))+n=2(m=2)*n)+(m%2) = n.

iz
urfsmuster
Ratespiel

let rec mul (m: Nat,n: Nat) : Nat =
if m=0thenO
else if m%2 =0 then 2 = mul (m+ 2,n)
else 2 xmul (m+2,n)+n
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I Werte

Also, etwas merkwiirdig ist das schon.

;Z 2+ mul (m=+ 2,n)
&

Die Multiplikation soll doch implementiert werden, daftir kann
ich doch die Multiplikation ‘+’ selbst nicht verwenden.

Ralf Hinze

Verdopplung ist ja ein ziemlich einfaches Produkt: statt 2 * x m
kannst Du ja x + x rechnen. ‘ v

Ok, dann schreibe ich das mal um ...

NYY74
oo Leibniz
@ mul (m =+ 2,n) + mul (m + 2, n) "
Ich glaube, das ist keine gute Idee. Du willst doch das Ergebnis
verdoppeln, nicht die Rechnung. m
&

letp=mul(m=2,n)inp+p




> A Um noch einmal auf Harrys Ausgangspunkt zuriickzukommen.
gy Der Punkt ist, dass die Operationen e x 2, e = 2, e % 2 sehr leicht
")

in Hardware zu implementieren sind.

2 * x ist einfacher als x + x?

- Srm
;\/ Ja, so wie in unserem Dezimalsystem 10 * x sehr viel einfacher
14D

istals X+ X+ X+ X+X+X+X+X+X+X.

)

Ja, klar! Rechner verwenden das Dualsystem: 2 * x hangt hinten
eine 0 dran, x =+ 2 streicht das letzte Bit und x % 2 ist das letzte
Bit.

NYY74
°o
©

III Werte

Ralf Hinze

Leibniz
Entwurfsmuster
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17. Losung Knobelaufgabe #7

Der Effekt lasst sich einfacher vorfithren, wenn man an Stelle des Typs int
(vorzeichenbehaftete 32-Bit Zahl) den Typ sbyte (vorzeichenbehaftete 8-Bit Zahl)
betrachtet.

> 1y * 2y * 3y * 4y *+ 5y

120y

3> 1y * 2y * 3y * 4y * 5y * 6y

— 48y

3> 1y * 2y« 3y x4y = 5y % 6y + 7y = 8y = 9y » 10y
Oy

Warum Oy? Die Multiplikation 2y * x »hangt hinten eine 0 dran«. Wenn man sich die
Primfaktorenzerlegung des Produkts anschaut,

3> 1y * 2y # 3y + (2y * 2y) * Sy + (2y # 3y) + 7y * (2y * 2y + 2y) *
(3y * 3y) * (2y * 5y)

sieht man, dass insgesamt 8-mal mit 2y multipliziert wird: alle 8 Positionen einer
8-Bit Zahl sind somit 0.

III Werte

Ralf Hinze

Leibniz
Entwurfsmuster



17. Leibniz Entwurfsmuster

Haben wir die Aufgabe eine Funktion f : Nat — t zu erstellen, dann sieht ein zweiter
Entwurf folgendermalRen aus.

let rec f (n: Nat):t = Leibniz Entwurfsmuster:
if n=0 then... Rekursionsbasis
else ...f (n+2).. Rekursionsschritt

Die Ellipsen miissen mit Leben gefiillt werden:
» Rekursionsbasis: ein Ausdruck des Typs .
> Rekursionsschritt. ein Ausdruck, der die Teillosung f (n <+ 2) vom Typ ¢ zu einer
Gesamtlosung vom Typ ¢ erweitert.

III Werte

Ralf Hinze

Leibniz
Entwurfsmuster
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III Werte

17. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) n—

Gottfried Wilhelm Leibniz war ein deutscher Phi-
losoph und Wissenschaftler, Mathematiker, Diplo-
mat, Physiker, Historiker, Bibliothekar und Doktor
des weltlichen und des Kirchenrechts. Er gilt als der
universale Geist seiner Zeit und war einer der be-
deutendsten Philosophen des ausgehenden 17. und
beginnenden 18. Jahrhunderts.

Auszug aus »Explication de ’Arithmétique Binaire«: i pe—

Entwurfsmuster

Cette expreflion des'Nombres étant érablie , fert 4
faire tres-facilement toutes fortes d’operations,

» 9 110[!6 101]] § 1110lf14

Pour I’ Addizion I“!!? s xoomlw
par exemple. | — i|l—
1101jj13 Icoooll16 IITILIIj3L
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I Werte

17. Quadratwurzel — da capo

Versuchen wir das Leibniz Entwurfsmuster auf die Quadratwurzel anzuwenden.

let rec square-root (n: Nat) : Nat =
if n=0 then... o
else ... square-root (n=2) ... i

el
Entwurfsmuster

Ratespiel
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17. Quadratwurzel — da capo

» Rekursionsbasis: |/0] = 0.

let rec square-root (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 0
else ...square-root (n+2)...

I Werte

Ralf Hinze

Leibniz

> Rekursionsschritt: Wie lasst sich aus |Vn + 2] eine Losung fiir | /7| herleiten?



I Werte

17. Quadratwurzel — da capo Rt inze

=" Es ist nicht zwingend durch zwei zu dividieren. Fiir unser Problem ist eine
Quadratzahl, zum Beispiel vier, eine geschicktere Wahl.

let rec square-root (n: Nat) : Nat = :

if n=0 then...
Leibniz

Entwurfsmuster

else ... square-root (n+4) ... :
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I Werte

17. Quadratwurzel — da capo
» Rekursionsbasis: |\/0] = 0.
let rec square-root (n: Nat) : Nat =

if n=0 then 0
else ...square-root (n+4)...

» Rekursionsschritt: Da 2|\/n /4] und |/n] hochstens um eins differieren, konnen o

Entwurfsmuster

wir die erste Version adaptieren. Leibriz

Entwurfsmuster

let rec square-root (n: Nat) : Nat =
if n=0thenO
else let r = 2 » square-root (n + 4)
in if n<square (r +1) thenvr elser + 1
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17. Demo

3> power (2,10)

1024

>> power (2,16)

65536

3> square-root it

256

>»  power (2,8)

256

>  square-root (factorial 10)
1904

> square it < factorial 10 && factorial 10 < square (it + 1)
true

I Werte

Ralf Hinze

Lei
Entwurfsmuster

Ratespiel
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III Werte

17. Vertiefung: Ratespiel Ralf Hinze

Programmieren wir ein kleines Spiel:

Spieler A denkt sich eine Zahl aus, hochstens sechsstellig, die Spielerin B erraten
muss. Spielerin B darf dazu Fragen der Form »Ist die gesuchte Zahl gleich oder kleiner
als 8157« stellen, die Spieler A wahrheitsgemaR beantworten muss.

Ratespiel

Unsere Aufgabe ist es, die Logik von Spielerin B zu entwerfen und zu implementieren.



17. Schnittstelle

> Spieler A: muss zu einem gegebenen n Auskunft geben, ob die gesuchte Zahl
gleich oder kleiner als n ist.

player-A : Nat — Bool

I3~ Eine solche Funktion heilt auch Orakel.
P Spielerin B: ihr machen wir Spieler A bekannt.

player-B: (Nat — Bool) — Nat

I Werte

Ralf Hinze

Ratespiel
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III Werte

17. Spieler A Relf Hinae

Beispielimplementierung von Spieler A.

let player-A (guess : Nat) : Bool =
4711 < guess J

Die Reprédsentation des Orakels stellt sicher, dass keine der beteiligten Parteien
mogelt:
P die gesuchte Zahl ist fest verdrahtet — Spieler A kann sie nicht nachtriglich
andern,
» die gesuchte Zahl kann aber auch nicht eingesehen werden — Spielerin B kann
das Orakel nur auf eine Zahl anwenden und aus dem Ergebnis ihre Schliisse
ziehen.

Ratespiel



17. Spielerin B

Logik von Spielerin B:

let player-B (oracle : Nat — Bool) : Nat =
let vec search (n: Nat) : Nat =
if oracle n then n
else search (n+1)
in search 0

I Werte

Ralf Hinze

ano

Entwurfsmi

Ratespiel

Pe:
Entwurfsmuster
Le

uster

238



III Werte

gestrickt: das Problem fiir n wird auf das Problem fiir n + 1

Das Programm ist aber nicht nach einem Entwurfsmuster Ralf Hinze
zuriickgefiihrt. J

Wieso, Hauptsache es klappt:

NYY74
>> player-B player-A @
4711 o

Und was ist, wenn Spieler A sich gar keine Zahl ausgedacht hat?

Ratespiel

u >> player-B (fun k — false)
[wartet] Komisch, tut sich nichts. Wohl mal wieder ein / :Z
schnellerer Prozzi fallig. J /
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III Werte

17. Terminierung RalfHinze

» Der Aufruf player-B (fun k — false) terminiert nicht.

» search O ruft search 1 auf.

» search 1 ruft search 2 auf.
> .

» Die Semantik ordnet dem Aufruf keinen Wert zu.
» Um einen Beweisbaum fiir search 0 ¥ v, zu konstruieren, wird ein Beweisbaum fiir
search 1 U v, benotigt.
» Um einen Beweisbaum fiir search 1 ¥ v; zu konstruieren, wird ein Beweisbaum fiir

search 2 U v, benotigt.
> .

Ratespiel
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I Werte

17. Terminierung RalfHinze

Das Peano Entwurfsmuster bandigt die Rekursion und stellt insbesondere die
Terminierung sicher:

» das Problem fiir n wird auf das Problem fiir n — 1 zurtickgefiihrt;
» irgendwann wird auf diese Weise der Basisfall n = 0 erreicht.

Ratespiel
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17. Spielerin B

Laut Aufgabenstellung ist die Zahl hochstens sechsstellig.

Wir parametrisieren player-B mit der oberen, sowie der unteren Grenze des
Suchintervalls.

let player-B (oracle : Nat — Bool,
lower : Nat, upper : Nat) : Nat =
let rec search (n: Nat) : Nat =
if n = upper then upper
else if oracle n then n
else search (n+1)

in search lower

=" Ist die Terminierung sichergestellt?

I Werte

Ralf Hinze



17. Spielerin B

Beherzigen wir das Peano Entwurfsmuster und rekurrieren nicht tiber den
Ratekandidaten selbst, sondern iiber den Abstand des Kandidaten zur oberen

Schranke.

let player-B (oracle : Nat — Bool,
lower : Nat, upper : Nat) : Nat =
let rec search (d: Nat): Nat =
if d = 0 then upper
else if oracle (upper — d) then upper ~ d
else search (d ~1)

in search (upper = lower)

I=¥° Voila. Die Terminierung ist sichergestellt.

III Werte

Ralf Hinze

Ratespiel



} u & Die Terminierung der ersten Version steht aber noch aus.

Ich hab das mal nachgerechnet. Beide Versionen sind gleich!
Pass auf: die Parameter der zwei Versionen von search stehen
in der folgenden Beziehung:

n+d = upper
Beim ersten Aufruf von search wird die Beziehung hergestellt:
lower + (upper — lower) = upper Gﬁ
Der rekursive Aufruf erhalt die Beziehung: <
(n+1)+(d—=1) = upper

Alle anderen korrespondierenden Ausdriicke ergeben genau die
gleichen Werte. Zum Beispiel

n=upper und d-=0.

I Werte

Ralf Hinze

Ratespiel
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Ich bin beeindruckt! Aber irgendwo muss sich doch ein Fehler fiiere

ﬂ eingeschlichen haben. Ralf Hinze
)

>> player-B (fun k — false, 9, 0)

NYV74
[wartet] Terminiert nicht, das gibt’s doch nicht! J @
> o Der Ansatz war schon goldrichtig! Auch ein gescheiterter
g\/ Beweis kann wertvoll sein. Wo lauft es schief: Der
“ Zusammenhang a + (b = a) = b gilt nur, wenn b > a.
‘ \l/ ‘ Ratespiel
Argh, ‘=’ ist ja die Subtraktion auf den natiirlichen Zahlen! J @
~ Fazit: nie ohne guten Grund von den Entwurfsmustern
;\/ abweichen! Programmierfehler sind oft sehr subtil und aus
r0) einem Programmierfehler wird heutzutage schnell ein
»Sicherheitsloch.
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17. Spielerin B — korrigierte Fassung

Korrigierte Fassung der ersten Version: ‘>’ statt ‘=’.

let player-B (oracle : Nat — Bool,
lower : Nat, upper : Nat) : Nat =
let rec search (n: Nat) : Nat =
if n = upper then upper
else if oracle n then n
else search (n+1)
in search lower

I Werte

Ralf Hinze

Peano
Entwurfsmuster
Le

Entwurfsmuster

Ratespiel
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17. Demo

>»> player-B (player-A,0,999999)

4711

>> player-B (fun k - 815 < k,0,999)

815

>»> player-B (fun k — 815 < square (k + 1),0,999)
28

3> square it < 815 && 815 < square (it + 1)

true

5" Auf diese Weise lasst sich auch die Quadratwurzel einer Zahl bestimmen: die
gedachte Zahl ist durch eine Formel gegeben.

III Werte

Ralf Hinze

Ratespiel
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17. Quadratwurzel — da capo

Eine neue Version von square-root:

let square-root (n: Nat) : Nat =
linear-search (fun k — n < square (k + 1), 0, n)

5" Da aus der Implementierung eines Spiels ein Programmstiick von allgemeinem
Nutzen geworden ist, haben wir player-B in linear-search umbenannt.

III Werte

Ralf Hinze

Ratespiel



17. Spielerin B — da capo

Konnen wir die Laufzeit mit Hilfe des Leibniz Entwurfsmusters verbessern? Ja! Idee:
das Suchintervall in jedem Schritt halbieren.

let binary-search (oracle : Nat — Bool,
lower : Nat, upper : Nat) : Nat =
let vec search (1: Nat,u: Nat) : Nat =
if | > uthenu
elselet m=(1+u) +~ 2
in if oracle m then search (I, m)
else search (m+ 1, u)

in search (lower, upper)

I Werte

Ralf Hinze

Leibniz

Entwurfsmuster

Ratespiel
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17. Demo

Es ist instruktiv, sich die Abfolge der Rateversuche anzuschauen. Zu diesem Zweck
lassen wir Spieler A die geratenen Zahlen am Bildschirm ausgeben.

let player-A (guess : Nat) : bool =
putline ("Geratene zahl: " A show guess);
4711 < guess

III Werte

Ralf Hinze

Ratespiel
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17. Demo

3> binary-search (player-A, 0,999999)
Geratene Zahl : 499999
Geratene Zahl : 249999
Geratene Zahl : 124999
Geratene Zahl : 62499
Geratene Zahl : 31249
Geratene Zahl : 15624
Geratene Zahl : 7812
Geratene Zahl : 3906
Geratene Zahl : 5859
Geratene Zahl : 4883
Geratene Zahl : 4395
Geratene Zahl : 4639
Geratene Zahl : 4761
Geratene Zahl : 4700
Geratene Zahl : 4731
Geratene Zahl : 4716
Geratene Zahl : 4708
Geratene Zahl : 4712
Geratene Zahl : 4710
Geratene Zahl : 4711
4711

5" Die 4711 wird in 20 Runden systematisch eingekreist.

I Werte

Ralf Hinze

Peano

Entwurfsmuster

Leibniz
Entwurfsmuster

Ratespiel
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17. Quadratwurzel — da capo

Mit der verbesserten Suchstrategie ldsst sich auch square-root auf eine logarithmische
Laufzeit beschleunigen.

let square-root (n: Nat) : Nat =
binary-search (fun k -~ n < square (k+ 1), 0, n)

I Werte

Ralf Hinze

Ent
Leibniz
Entwurfsmuster

Ratespiel



I Werte

17. Zusammenfassung Rt e

Wir haben

» die grundlegenden Bestandteile von Mini-F# kennengelernt:
> Boolesche Werte,
» natiirliche Zahlen,
» Wertedefinitionen,
» nicht-rekursive und rekursive Funktionen.

> alle Konzepte rigoros definiert:
» abstrakte Syntax: Baumsprachen,
> statische Semantik: Typregeln,
» dynamische Semantik: Auswertungsregeln.

Ratespiel

» Entwurfsmuster kennengelernt, die bei der systematischen
Programmentwicklung hilfreich sind, und die die Terminierung sicherstellen,

» gesehen, dass das gleiche Problem sich oft auf verschiedene Art und Weisen und
unterschiedlich effizient 10sen lasst.



IV Datentypen

Ralf Hinze

Teil IV

Datentypen
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17. Knobelaufgabe #8

Ein FleifSiger Biber ist ein Mini-F# Ausdruck, der zu der groBten Zahl auswertet — unter allen
Ausdriicken der gleichen textuellen Lange.

Lange FleiRiger Biber / Wert

1 9/9
2 99 /99
o o

50 let rec f n:Nat=if n=0 then 9 else n*f(n-1)in f 99/
8399359389954973741352931497064003044164437143794
3459321733667505695839993906924048047317578540866
4576283281287445013824260666898251776000000000000
0000000000

o a]

Fillen Sie die fehlenden Eintrage (korrigieren Sie ggf. die obigen)! Wann werden die Werte zu
grofR? Lasst sich die Funktion, die jeder Lange den Wert des FleiRigen Bibers zuordnet, in
Mini-F# programmieren?

IV Datentypen

Ralf Hinze
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17. Gliederung
Q@ Tupel

@ unwiderlegbare Muster
@ Records

@ Varianten

@ Rekursive Varianten
@ Wwiderlegbare Muster
@ Parametrisierte Typen
@ Polymorphie

@ Arrays

IV Datentypen

Ralf Hinze

256



IV Datentypen

Ralf Hinze

Defini-
. tionen
Logik IT -
primitive
Typen

Funktionen

O OP VIH Rekursion
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IV Datentypen

17. Lernziele A

Nach Durcharbeitung dieses Kapitels sollten Sie

>

>

v

v

die beiden grundsatzlichen Strukturierungselemente fiir Daten kennen: Tupel
bzw. Records und Varianten,

Mini-F# Sprachkonstrukte fiir Tupel bzw. Records und Varianten kennen und
verwenden konnen,

mit der Verwendung von Mustern vertraut sein,

rekursive und parametrisierte Typdefinitionen lesen und selbst definieren
konnen,

einfache Datenstrukturen wie Listen kennen,
das Konzept der Polymorphie verstanden haben,
Arrays verwenden konnen.



IV Datentypen

17. Uberblick el i

» Informatiker/-innen bilden Modelle der Wirklichkeit.
» Einen wesentlichen Teil dieser Modelle machen Daten aus.

» Bisher: bescheidenes Repertoire an Datentypen:
» Boolesche Werte: Bool,
» natiirliche Zahlen: Nat,
» Funktionen: t;, — .

» Was uns fehlt, sind Moglichkeiten

» mehrere Daten zu einem Datum zusammenzufassen: etwa
» einen StraRennamen,
> eine Postleitzahl und
» einen Ortsnamen

zu einer Adresse.
» mehrere alternative Angaben als Einheit zu behandeln: etwa den Familienstand mit
den Alternativen
> ledig,
> verheiratet mit Angabe des Datums der Trauung oder
> geschieden ebenfalls mit Datumsangabe.



NYY74
oo
©

Ja?

IV Datentypen

Schau mal, Lisa. Ich habe zwei Funktionen programmiert, die
von zwei Zahlen die kleinere bzw. die grofRere bestimmen.

Ralf Hinze

Motivation

let minimum (a: Nat,b: Nat) = if a < b then a else b
let maximum (a: Nat,b: Nat) = if a < b then b else a

)

MYY74
RO
@)

Wenn ich jetzt sowohl die kleinere als auch die groRere Zahl
brauche, dann muss ich beide Funktionen aufrufen. Aber dann
wird der Vergleich a < b zweimal durchgefiihrt.

Unnotigerweise.
Du willst die beiden Zahlen also sortieren? ) u \
MYY74
@ Genau!
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IV Datentypen

Wie war’s, wenn Du einfach ein Paar zuriickgibst? Rl

; & let sort2 (a: Nat, b: Nat) : Nat = Nat = L
) if a < b then (a, b) else (b, a)

N7
Cool! Darauf hatte ich auch kommen koénnen. Aber wie kriege qz
ich das Paar wieder auseinanderklamiisert? J O/

Stimmt, wir brauchen noch zwei zusatzliche Konstrukte. Wie
} o & war’s mit fst e und snd e, um an die erste bzw. zweite
= Komponente zu kommen?

Dann miisste ich also schreiben:

NYV74
oo
let x = sort2 (...,...)in...fst x...snd x ... @
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IV Datentypen

1 8 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Motivation

» Paare erlauben es, Daten zu aggregieren; zwei verschiedene Daten als Einheit zu
behandeln.
» Die zwei Komponenten eines Paares miissen nicht den gleichen Typ besitzen:
> ("Lisa",9)
» (7, fun (i: Nat) — i)
» Eigentlich sind Paare kein neues Konzept; die Funktion minimum nimmt ein Paar
als Argument.

» Bisherige Sichtweise: minimum hat zwei Argumente,
P Jetzi: minimum hat ein Argument, nimlich ein Paar.
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IV Datentypen

18. Abstrakte Syntax Relf Hinae

Abstrakte Syntax

Wir erweitern Ausdriicke um Sprachkonstrukte, die Paare konstruieren
bzw. analysieren.

eu= Paarausdriicke:
| (e,e) Konstruktion\Paarbildung
| fste Projektion auf die erste Komponente
| snd e Projektion auf die zweite Komponente

5" Die Ausdriicke e; und e, heilen Komponenten des Paares (e, e,).
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IV Datentypen

18. Statische Semantik .

Der Typ eines Paares ist ein Paar von Typen, das sogenannte kartesische Produkt der

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik

e Sompnt
b= Typen: e
|t t, Paartyp J
Typregeln:
ket ket

>+ (el,ez)itl * tz

Zl_e:t]*tz Zl_e:tl*tz
S fste:t Sksnde:t,
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18. Dynamische Semantik

Wir erweitern den Bereich der Werte um Paare von Werten.

AHERT Werte:
I (vi,v2) Paare
Auswertungsregeln:
6|_31U'V1 6|_32U'V2

0+ (e,e) ¥ (vi,v7)

oel (vi,v) kel (vi,v)

OFfste 4 v, OFsnde Y v,

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation

Abstral

Statisc

Dynami
Semantik

Vertiefung
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IV Datentypen

18. Tupel Relf Hinae

Alle Konstrukte verallgemeinern sich in natiirlicher Weise auf Tupel, Aggregationen
von n verschiedenen Komponenten.
’ n-= 0: Vertiefung
» keine Komponente, keine Projektionsfunktion;
> der sogenannte Unit Typ umfasst genau ein Element, ndmlich Ok
> spéter: niitzlich als »Dummytyp«.
> n=1:
» eine Komponente, eine Projektionsfunktion;
» wenig sinnvoll, da anstelle des 1-Tupels stets die einzige Komponente treten kann;
> wird von der konkreten Syntax nicht unterstiitzt, da ‘(e)’ zur Gruppierung von
Ausdriicken dient. (Mehr dazu in Teil VI.)
> n=23:
» drei Komponenten, drei Projektionsfunktionen.
> .
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18. Vertiefung

Die Funktion sort2 ordnet zwei natirliche Zahlen; wie lassen sich drei natiirliche
Zahlen sortieren?

let sort3 (a: Nat, b: Nat, c: Nat) : Nat = Nat = Nat =
if a < b then
if b < cthen(a,b,c)
else if a < c then (a,c,b) else (c,a,b)
else
if a < c then (b, a,c)
else if b < c then (b, c,a) else (c, b, a)

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung

5" Die Implementierung ist optimal: Drei Zahlen konnen auf 3 Fakultdt Arten
angeordnet werden (als Formel: 3! = 6). Mit zwei ineinander geschachtelten
Alternativen konnen aber nur 22 = 4 Fille unterschieden werden.
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IV Datentypen

18. Vertiefung Ralf Hinze

Die Funktion sort3 lasst sich etwas kompakter aufschreiben, indem wir auf sort2
zurickgreifen.

Vertiefung

let sort3 (a: Nat, b: Nat, c: Nat) : Nat = Nat = Nat =
let x = sort2 (a, b)
in if snd x < c then (fst x, snd x, c)
else if fst x < c then (fst x, ¢, snd x)
else (c,fst x, snd x)

I3~ Diese Version macht die Vorgehensweise deutlich: zundchst werden a und b
geordnet, dann wird die Position von ¢ bestimmt.
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19. Motivation

Binden wir ein Paar an einen Bezeichner, so ist es bequem, nicht nur einen Namen fiir
das Paar selbst, sondern auch Namen fiir die beiden Komponenten vergeben zu
koénnen.

let sort3 (a: Nat,b: Nat, c: Nat) : Nat » Nat = Nat =
let (small, big) = sort2 (a, b)
in if big < c then (small, big, c)
else if small < c then (small, c, big)
else (c,small, big)

5" Selbst vergebene Namen fiir Komponenten, hier small und big, sind in der Regel
pragnanter als Projektionen wie fst x und snd x.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
bstrakte Synt
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IV Datentypen

19. Abstrakte Syntax Relf Hinae

Bezeichner in Bindungspositionen werden verallgemeinert zu sogenannten Mustern
(engl. patterns).

Abstrakte Syntax

du=-- Deklarationen: Dymamisch
| letp=-ec verallgemeinerte Wertedefinition J Verte
Muster:
p € Pat Muster:
pu=x Bezeichner
| _ anonymer Bezeichner\»don’t care« Muster
| 1 &py konjunktives Muster
| (p1,p2) Paarmuster

I Statische Semantik, siehe Skript/zur Ubung.
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19. Dynamische Semantik

Beispiele: wir nehmen an, dass der Ausdruck e = sort2 (e, e,) zu dem Wert
v = (v;, V,) auswertet.

Definition Umgebung

let _=e %)

let (small, ) = e {small - v, }

let (small, big) = e {small - vy, big = v, }

let x & (small, ) = e {x+~ v,small » v, }

let x & (small, big) = e {x = v,small » v, big— v, }

5" Eine verallgemeinerte Wertedefinition bindet mehrere Bezeichner oder auch keine.

I Dynamische Semantik, siehe Skript/zur Ubung.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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IV Datentypen

19. Losung Knobelaufgabe #1 Ralf Hinze

Mit wievielen Vergleichen lassen sich 5 Zahlen sortieren? Vertctun
» Mit weniger als 7 Vergleichen geht es nicht:

» 5 Zahlen lassen sich auf 5! = 120 Weisen anordnen.

> Mit 6 geschachtelten Vergleichen kénnen nur 26 = 64 Fille unterschieden werden.
> Mit 7 Vergleichen konnen 27 = 128 Falle unterschieden werden.

> 7 ist die sogenannte informationstheoretische Schranke.

» Aber, ist es auch moglich, mit 7 Vergleichen auszukommen? Ja!
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19. Losung Knobelaufgabe #1

let sort5 (a: Nat,b: Nat, c: Nat,d : Nat, e: Nat) : Nat » Nat = Nat » Nat » Nat =
let (a,b,c,d) =
if a < b then
if c<dthenif b <dthen (a,b,c,Ad) else (c,d,a,b)
else if b < c then (a,b,d,c) else (d,c,a,b)
else
if c < dthenif a<dthen (b,a,c,d) else (c,d,b,a)
else if a < c then (b,a,d,c) else (d,c, b, a)
// a<b<dundc<d
inif b < e then
ifd<ethen // as<b<d<e
if b<cthen (a,b,c,d,e)
else if a < c then (a,c,b,d,e) else (c,a,b,d,e)
else // as<b<e<d
if b<cthenif c <e then (a,b,c,e,d) else (a,b,e,c,d)
else if a < c then (a,c,b,e,d) else (c,a,b,e,d)
else
ifa<ethen [/ a<es<b<d
if c < e thenif a < c then (a,c,e,b,d) else (c,a,e,b,d)
else if b < c then (a,e,b,c,d) else (a,e,c,b,d)
else // e<as<bs<d
if a< cthenif b < c then (e,a,b,c,d) else (e,a,c,b,d)
else if c < e then (c,e,a,b,d) else (e,c,a,b,d)

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Dynamische
Semantik

Vertiefung
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IV Datentypen

19. Losung Knobelaufgabe #1 Ralf Hinze

Vorgehensweise:

>

>
>
>
>
>

Vertiefung

Zunachst werden die ersten beiden Zahlen sortiert (1 Vergleich).

Dann die zweiten beiden (1 Vergleich).

Dann die beiden groReren Zahlen aus den ersten beiden Runden (1 Vergleich).
Situation: a < b < dund c < d.

Dann wird e in die sortierte Folge a < b < d eingefiigt (2 Vergleiche).
SchlieRlich wird c eingefiigt (1 oder 2 Vergleiche).

3" Siehe Donald E. Knuth, TAOCP, Band 3, Seite 183f.
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IV Datentypen

19. Losung Knobelaufgabe #3 Rl e

Wieviele Moglichkeiten gibt es, eine Mauer der Breite n zu konstruieren?
» n = 0: eine Moglichkeit, die leere Mauer.

J i
» 7 = 1: eine Moglichkeit, ein einzelner Quader.

| )

» n > 2: ergibt sich als Summe aus der Anzahl der Moglichkeiten fiir n — 1 und der
Anzahl der Moglichkeiten fir n — 2.
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19. Losung Knobelaufgabe #3 — Programm

Als Mini-F# Programm:

let rec bob (w: Nat) : Nat =
if w<1thenl
else bob (w =~ 1)+ bob (w = 2)

5~ Das Programm folgt nicht dem Peano Entwurfsmuster.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

19. Losung Knobelaufgabe #3 — Demo

>> bob 4

5

>> bob 10
89

>> bob 20
10946

>> bob 30
1346269

>> bob 100

mantik
Vertiefung

=" Um bob n auszurechnen, werden mehr als bob n Funktionsaufrufe benotigt.
(Nachdenken!)
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IV Datentypen

19. Losung Knobelaufgabe #3 — Programm Ralf Hinze

Beobachtung: im Rekursionsschritt benotigen wir bob (w = 1) und bob (w = 2).

Idee: wir definieren eine Funktion, die beides auf einen Schlag berechnet:
two-bob w = (bob w, bob (w + 1)).

Vertiefung

let rec two-bob (w: Nat) : Nat = Nat =
if w=0 then (1,1)

else let
(a, b) = two-bob (w = 1)
in
(b,a+Db)

let fast-bob (w : Nat) : Nat = fst (two-bob w)

I3~ Das Programm folgt dem Peano Entwurfsmuster.
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19. Losung Knobelaufgabe #3 — Demo

>> two-bob 10
(89,144)

>> two-bob 20
(10946,17711)

>> two-bob 30
(1346269,2178309)

>> fast-bob 100
573147844013817084101

5" Um fast-bob n auszurechnen, werden ungefahr n Funktionsaufrufe benotigt.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation

mantik

Vertiefung
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Ich habe mir iiberlegt, wie man die Fakultdt mit Hilfe von
peano-pattern programmieren kann.

ﬁ’\ let n-and-factorial : Nat — Nat + Nat =
V) peano-pattern ((0, 1), fun (n,s) - (n+1,sx (n+1)))

Wir konstruieren ein Paar: 1. Komponente: aktueller Wert von
n, 2. Komponente: Fakultat n.

Das geht aber nicht durch den Typechecker!

. . N4
This expression was expected qz
to have type 'Nat' O/

but here has type 'Nat * Nat'

m Ich weiR. Das hatten wir doch schon besprochen: der Typ von
W) peano-pattern ist zu speziell.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

2 O . MOtiVatiOn Ralf Hinze

>

Bei Paaren und allgemein bei Tupeln spielt die Reihenfolge der Komponenten
eine Rolle:

» (12,1,2018) versus (1,12,2018);

> ("stefan","Thomas") versus ("Thomas","stefan"). Motivation
=3 Die Rolle der Komponenten ist nur implizit festgelegt:
Programmierkonvention.
Alternative: Records statt Tupel.

> {day = 12; month = 1;year = 2018 };

> {forename = "stefan"; surname = "Thomas" }.
I=¥° Die sogenannten Labels machen die Rolle der verschiedenen Komponenten
explizit.
Die Reihenfolge, in der die benannten Komponenten aufgeschrieben werden, ist
irrelevant.

» {month = 1;day = 12; year = 2018};

» {surname = "Thomas"; forename = "stefan" }.
Mit Hilfe der Labels konnen Komponenten auch extrahiert werden: date.year
oder person.surname.



IV Datentypen

2 O . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Bevor Records verwendet werden konnen, miissen die Labels zundchst mit einer
sogenannten Typdefinition bekannt gemacht werden.

Motivation

type Date = {day : Nat; month: Nat; year : Nat } J

type Name = { forename : String; surname : String }

Eine Recordtypdefinition fiihrt zwei verschiedene Dinge ein:
» einen Namen fiir den Recordtyp: Date und Name,

» Namen um Komponenten des Recordtyps zu extrahieren: day, month, year,
forename und surname. Diese Bezeichner heillen auch Recordlabels oder kurz
Labels.
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IV Datentypen

2 O . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Motivation

Ein Label dhnelt einer Funktion. Der Typ nach dem Label korrespondiert zum
Ergebnistyp, der deklarierte Recordtyp korrespondiert zum Argumenttyp:

» year hat im Prinzip den Typ Date — Nat und

» surname den Typ Name — String.
I=5° Im Unterschied zu einer Funktion hat ein Label aber keine Definition; es steht
sozusagen fir sich selbst.

I5~ An die Stelle der Funktionsanwendung tritt die Punktnotation: date.year oder
person.surname.
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IV Datentypen

20. Abstrakte Syntax Relf Hinae

I Der Ubersichtlichkeit halber formalisieren wir nur Records mit genau
2 Komponenten.

Abstrakte Syntax
tische Semantik
ische

Ein Recordtyp wird durch eine Definition eingefiihrt.

T € Typeldent Typbezeichner
[ € lLab Labels
d:= Deklarationen:

| type T ={l :t;;0>:t,}  Recordtypdefinition (¢, # /)

=¥ Der Bezeichner T wird durch die Definition neu eingefiihrt, ebenso die Labels /,
und /..
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20. Abstrakte Syntax

Wir erweitern Ausdriicke um Sprachkonstrukte, die Records konstruieren

bzw. analysieren.

e:

| {{1=e;;lr=0}
| el

Recordausdriicke:
Konstruktion (£, # £,)
Projektion \ Extraktion

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax




IV Datentypen

20. Statische Semantik: Voriiberlegungen x

» Zur Erinnerung: ein Bezeichner kann redefiniert werden.

let s = false
let s =4711 J

¥ Die zweite Definition verschattet die erste.
» Sollen wir zulassen, dass auch Typen redefiniert werden kénnen?

type Oh = { je: Bool }
type Oh = {je: Nat } J

5" Die zweite Definition verschattet die erste.
» Aber, was passiert, wenn der Typbezeichner in Typangaben verwendet wird?
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IV Datentypen

20. Statische Semantik: Vortiberlegungen x Relf Hinae

type Oh = { je: Bool }
let na-und (oh: Oh) : Bool = not (oh.je)

type Oh = {je: Nat }
let egal = na-und {je = 4711}

>
>
| 4
>

vV Yy

Der Typ Oh wird definiert.
Die Funktion na-und erhélt den Typ Oh — Bool.
Der Typ Oh wird redefiniert.

Die Funktion wird mit einem Element des neuen Typs aufgerufen:
na-und : Oh — Bool und { je = 4711} : Oh ...

...und das Ungliick nimmt seinen Lauf.

Konsequenz: Typen durfen nicht redefiniert werden. Aus dhnlichen Griinden sind
keine lokalen Typdefinitionen erlaubt.



IV Datentypen

20. Statische Semantik .

Die folgenden Typregeln setzen voraus, dass die Typdefinition

typeT ={{,:t);0;:1,} J

bekannt ist.

Typregeln:

Zl_elztl Zl_ezitz
SE{l =e;lr=e}:T

Ske:T
ZFe.'[/i:tl‘

I Ahnlich den Regeln fiir Paare: an die Stelle des anonymen Typs t, = t, tritt der
benannte Typ T.
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20. Dynamische Semantik

Wir erweitern den Bereich der Werte um Records, deren Komponenten Werte sind.

Vo=
| {€1=v1;4, =v,}

Werte:
Records (¢, # {>)

Auswertungsregeln:

OFe U v okFe U v,

SH{li=e;l=0} ¥ {{,=v;;0,=v,}

6 e U’ {{)l = Vl;—€2 S Vz}
drel; U v

IV Datentypen

Ralf Hinze

Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung
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20. Beispiel: Berechnung der Wohnflache — da capo

Problem: Die Flache einer Wohnung soll berechnet werden.

L L n r

Abstraktes Problem: Gesamtfliche zweier gegebener Rechtecke berechnen.

Losung: Die Gesamtflache zweier Rechtecke ist die Summe der Einzelflachen minus
der Flache des Durchschnitts. Ziel: Vokabular einfiihren, um die
umgangssprachliche Losung moglichst direkt umzusetzen.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

20. Reprasentation der Daten

y
T T1]
let orange-rect =
J orange-rect| | leti={lo=2;hi=7}
N let j={lo=1;hi=4}
[ [ ] X {x=1y=j}
L
i
Reprasentation von Intervallen:
type Interval = {lo: Nat; hi : Nat } // low und high J
Reprasentation von Rechtecken:
type Rectangle = {x: Interval;y : Interval } J

5 Viele alternative Darstellungen von Rechtecken sind denkbar. Welche? Welche

Vor- und Nachteile haben die verschiedenen Darstellungen?
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IV Datentypen

20. Rechnen mit Intervallen e

Tupel

Unwiderlegbare
Muster

type Interval = {lo: Nat; hi : Nat } // low und high J Records

Motivation

Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische

Semantik
Lange eines Intervalls: Vertifung
Varianten
let length (i : Interval) : Nat = i.hi = i.lo J Varianten

Widerlegbare
Muster

Durchschnitt zweier Intervalle:

Parametrisierte

T'ypen
let intersection (i: Interval, j: Interval) : Interval = Polymorphi
{lo = max i.lo j.lo; hi = min i.hi j.hi} —

5" Lassen sich Intervalle auch vereinigen?
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IV Datentypen

20. Rechnen mit Rechtecken .

type Rectangle = {x : Interval;y : Interval } J

Flacheninhalt eines Rechtecks:

let area (r : Rectangle) = length r.x » length r.y J Vit

Durchschnitt zweier Rechtecke:

let Intersection (r : Rectangle, s : Rectangle) =

{x = intersection (r.x, s.x);y = intersection (r.y,s.y) }
let (A&&A) (7 : Rectangle) (s: Rectangle) =

{x = intersection (r.x, s.x);y = intersection (r.y,s.y) }

I3 F# erlaubt es, eigene Infixoperatoren zu definieren: statt
Intersection (red-rect, blue-rect) konnen wir kurz red-rect A&&A blue-rect schreiben.
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IV Datentypen

20. Berechnung der Gesamtflache Ralf Hinze

Jetzt haben wir das Vokabular zusammen, um die umgangssprachliche Losung in
Mini-F# zu transliterieren.

Vertiefung

Gesamtflache zweier Rechtecke:

let area? (r: Rectangle, s : Rectangle) =
arear + area s — area (r N&&A s) J

5~ Man erkennt die Fortschritte, die wir erzielt haben, wenn man das obige
Programm mit dem Code aus Teil III vergleicht. Modularer Aufbau: Das Programm
besteht aus vielen kleinen Bausteinen, die separat ausprobiert, verstanden, getestet
und verifiziert werden kénnen.
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20. Beispiel
h%

5]

b,
by

X
L L r

Der Durchschnitt der Quadrate ergibt das kleine, violette Rechteck in der Mitte.

>> red-rect N&&N blue-rect
{x={lo=3;hi=4};y={lo=2;hi=4}}
>»> area2 (red-rect, blue-rect)

23

>»> area2 (blue-rect, red-rect)

23

let shift (d: Nat,i: Interval) =
{lo=1i.lo+d;hi=ihi+d}

let red-rect =
leti={lo=1;hi=4}
{x=1y=1i}

let blue-rect =
leti={lo=2;hi=6}
{x = shift (1,i);y =i}

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

20. Gesamtflache von drei Rechtecken A

Werden wir etwas ambitionierter: Wie konnen wir die Gesamtflache von drei
Rechtecken bestimmen?

Dem Programm area? liegt das Prinzip der Einschliefung und Ausschlieffung
zugrunde.

Vertiefung

lAl+1B] - —[ANB|
I |A| ist die Flache der Punktmenge A.
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IV Datentypen

20. Gesamtflache von drei Rechtecken A

Wenn wir drei Flachen addieren, dann werden die Schnitte von zwei Flachen doppelt,
der Schnitt von allen drei Flachen wird dreifach gezahlt.

A a A
(R (0N (SN

lal+ Bl +lcl .- JAnB|-[AnC|-[BnC] ..+[ANnBNC]|

5" Die Flachen werden alternierend ein- und ausgeschlossen, daher der Name des
Prinzips.



20. Gesamtflache von drei Rechtecken

Damit ergibt sich das folgende Mini-F# Programm.

let area3 (r : Rectangle, s : Rectangle, t : Rectangle) =
arear + area s + area t
=~ area (r N&&A s) — area (r N&&A t) — area (s N&&A t)
+ area (r A&&A s A&&A )

5~ (Die Infixnotation bietet Vorteile, wenn drei oder mehr Rechtecke geschnitten
werden. Welche?)

I3~ Das Prinzip der Ein- und AusschlieRung lasst sich auch anwenden, um die
Gesamtflache von vier oder mehr Rechtecken auszurechnen. Aber ist das auch eine
gute Idee?

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung

298



IV Datentypen

20. Fallstudie: Ganze Zahlen e

Idee: wir reprdsentieren eine ganze Zahl durch einen positiven und einen negativen .
Summanden. an

Vertiefung

type Int = { pos : Nat; neg : Nat } J

I Die Bedeutung von { pos = p; neg = n} ist p — n. (Hier meint ‘-’ die mathematische
Subtraktion auf den ganzen Zahlen.)
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IV Datentypen

20. Ganze Zahlen — Normalisierung Rt inze

Eine ganze Zahl hat viele verschiedene Reprasentationen: —4 wird zum Beispiel durch
0-4,5-9oder 4711 - 4715 dargestellt.

Normalisierung einer ganzen Zahl:

let normalize (i: Int) : Int = -
if i.pos = i.neg then
{pos = i.pos - i.neg; neg = 0}
else
{pos = 0; neg = i.neg = i.pos}

Alternative Definition:

let normalize (i: Int): Int =
{pos = i.pos = i.neg; neg = i.neg = i.pos}
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20. Ganze Zahlen — Klassifikation

let is-negative (i: Int) : Bool =
i.pos < i.neg

let is-zero (i: Int) : Bool =
i.pos = i.neg

let is-positive (i: Int) : Bool =
i.pos > i.neg

I i.pos — i.neg > 0 gdw. i.pos > i.neg.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Tupel

Unwiderlegbare

Muster

Records
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung
Varianten

Rekursive
Varianten

Widerlegbare
Muster

Parametrisierte
Typen

Polymorphic

Arrays
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20. Ganze Zahlen — arithmetische Operationen

let negate (i: Int) : Int =

{pos = i.neg; neg = i.pos }
let add (i: Int,j: Int): Int =

normalize { pos = i.pos + j.pos; neg = i.neg + j.neg}
let sub (i:Int,j: Int): Int =

normalize { pos = i.pos + j.neg; neg = i.neg + j.pos}
let mul (i:Int,j: nt):Int =

normalize { pos = i.pos * j.pos + i.neg * j.neg;

neg = i.pos * j.neg + i.neg * j.pos}

I=¥" Subtraktion: (i.pos — i.neg) — (j.pos — j.neg) = (i.pos + j.neg) — (i.neg + j.pos).

IZ° div und mod zur Ubung.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

20. Ganze Zahlen — Konversion und Betrag —

Tupel

Unwiderlegbare

. Muste
let int (n: Nat) : Int = o ‘I
Records
{pos = n;neg =0} Motivation
Abstrakte Syntax
let abs (i: Int) : Nat =
if i.pos < i.neg then RoTr
i.neg = i.pos VB
I Varianten
else Rekursive
i.pos ~ i.neg Varianten
Widerlegbare
Muster
. PR Parametrisierte
Alternative Definition: Typen

Polymorphie

let abs (i:Int): Nat = Arrays
(i.neg = i.pos) + (i.pos = i.neg)

IZ"Ist die Definition wirklich korrekt?
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20. Ganze Zahlen — Vergleichsoperationen

let less (i: Int,j: Int) : Bool =
i.pos + j.neg < i.neg + j.pos

let less-equal (i: Int, j: Int) : Bool =
i.pos + j.neg < i.neg + j.pos

let equal (i: Int,j: Int) : Bool =
i.pos + j.neg = i.neg + j.pos

let not-equal (i: Int, j: Int) : Bool =
i.pos + j.neg <> i.neg + j.pos

let greater-equal (i: Int, j: Int) : Bool =
i.pos + j.neg = i.neg + j.pos

let greater (i: Int,j: Int): Bool =
i.pos + j.neg > i.neg + j.pos

5~ Echt kleiner: i.pos — i.neg < j.pos — j.neg gdw. i.pos + j.neg < i.neg + j.pos.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Tupel

Unwiderlegbare
Muster

Records

Vertiefung

Varianten

Rekursive
Varianten

Widerlegbare
Muster

Parametrisierte
I'ypen

Polymorphie

Arrays
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20. Ganze Zahlen — Demo

>> int 4711

{pos =4711;neg =0}

3> add (negate (int 4711), int 815)
{pos = 0; neg = 3896 }

>»> add (int 4711, negate (int 4711))
{pos =0;neg =0}

3> is-zero (add (int 4711, negate (int 4711)))
true

>»  mul (neg (int 2), negate (int 3))
{pos = 6;neg =0}

3> abs (mul (negate (int 2), int 3))
6

3> div (negate (int 4), int 3)

{pos = 0;neg =2}

>» mod (negate (int 4), int 3)

{pos =2;neg=0}

5" Fur b + 0 gilt weiterhin a = (a + b) * b + (a% b). Aber: diese Eigenschaft legt +
und % nicht langer eindeutig fest!

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

21. Knobelaufgabe #9: Die Magie der Zahlen Ralf Hinze

Sie sind Kandidat*in in der Spielshow »Die Magie der Zahlen«. In der ersten Runde

wird ihnen eine Reihe von nummerierten Schachteln prasentiert, die jeweils eine fiir

Sie nicht sichtbare ganze Zahl enthalten. Sie miissen mit moglichst wenigen et
Versuchen eine magische Schachtel finden, eine Schachtel, die ihre eigene

Hausnummer enthalt.

Die versteckten Zahlen sind alle unterschiedlich. Schachteln mit groReren

Hausnummern enthalten groRere Zahlen. Entwickeln Sie eine Strategie, um moglichst

wenige Schachteln zu 6ffnen.

» Zum Beispiel:
1 2 345 6 7 8 9
[-10]-5]0]4[7]11]27[65]99]

» Es gibt nur eine magische Schachtel: #4.
» Gibt es immer eine magische Schachtel?
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IV Datentypen

2 1 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Eine Person ist entweder weiblich oder méannlich; eine méannliche Person hat Attribute,
die eine weibliche nicht hat (und vielleicht umgekehrt — aber nicht modelliert).

type Woman = { name : String }
type Man = {name : String; bald : Bool }

Daten, die unterschiedliche Auspragungen besitzen, konnen wir in Mini-F# mit
sogenannten Varianten modellieren.

type Person =
| Female of Woman
| Male of Man
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IV Datentypen

2 1 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

type Person = | Female of Woman e
| Male of Man J i

Eine Variantentypdefinition fiihrt zwei verschiedene Dinge ein:
» einen Namen fiir den Variantentyp: Person,

» Namen um Elemente des Variantentyps zu konstruieren: Female und Male. Diese
Bezeichner heilen auch Datenkonstruktoren oder kurz Konstruktoren.
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IV Datentypen

2 1 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

type Person = | Female of Woman
| Male of Man J
Umgangssprachlich lasst sich die Definition wie folgt lesen: ein Element p : Person ist Motivation

entweder B
» von der Form Female e mit e : Woman oder ema
» von der Form Male e mit e: Man.

Ein Konstruktor dhnelt einer Funktion. Der Typ nach dem Konstruktor korrespondiert
zum Argumenttyp, der deklarierte Variantentyp korrespondiert zum Ergebnistyp:

» Female hat im Prinzip den Typ Woman — Person und
» Male den Typ Man — Person.

5" Im Unterschied zu einer Funktion hat ein Konstruktor aber keine Definition; er
steht sozusagen fiir sich selbst.
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IV Datentypen

2 1 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Beispiele:
Female {name = "Lisa"}
Male { name = "Florian"; bald = false} J

5~ Beide Ausdriicke sind vom Typ Person.

Ausdriicke konnen wie immer an Bezeichner gebunden werden.

let ralf = Male {name ="Ralf"; bald = true}
let melanie = Female { name = "Melanie"}
let julia = Female {name = "Julia"}

let andres = Male {name = "Andres";bald = false}
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21. Motivation

Ein Variantentyp beschreibt Alternativen; mit Hilfe der Fallunterscheidung match
konnen wir feststellen, welche konkrete Alternative vorliegt.

let dear (person: Person) : String =
match person with
| Female female — "Liebe " A female.name
| Male male - (if male.bald
then "Lieber glatzkopfiger
else "Lieber ") A male.name

5" Nach dem Schliisselwort match steht der Ausdruck, der analysiert werden soll;
die Zweige der Fallunterscheidung fiihren die verschiedenen Falle des Variantentyps
auf.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
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IV Datentypen

21. Variantentypen versus Baumsprachen

Variantentypen dhneln der Notation, mit der wir die abstrakte Syntax unserer
Programmiersprache beschreiben.

» Baumsprachen sind Bestandteil der Sprache, mit der wir tiber die Sprache
Mini-F# reden.

e € Expr := false
| true
| num (N)
|

» Variantentypen sind Bestandteil von Mini-F#.

type Expr = | False
| True
| Num of Nat
| ...

5~ Fachjargon: Variantentypen internalisieren Baumsprachen.



IV Datentypen

21. Abstrakte Syntax Relf Hinae

Ein Variantentyp (engl. union type) wird durch eine Definition eingefiihrt.

C € Con Datenkonstruktoren
do=--. Deklarationen:
| type T = 1 C, of t, Variantentypdefinition (C; # C,) B
I G, of t,

5~ Der Bezeichner T wird durch die Definition neu eingefiihrt, ebenso die
Konstruktoren C; und C,.

5~ Wie Recordtypen diirfen auch Variantentypen weder redefiniert noch lokal
definiert werden.

5" Der Bereich der Konstruktoren Con wird in Teil VI festgelegt.

Fiir’s erste: Ein Konstruktor fangt mit einem grofien Buchstaben an. Danach kénnen
weitere Buchstaben, kleine und grofe, Ziffern, und Sonderzeichen wie ein Unterstrich
oder ein Apostroph folgen.



IV Datentypen

21. Abstrakte Syntax Relf Hinae

Wir erweitern Ausdriicke um Sprachkonstrukte, die Varianten konstruieren
bzw. analysieren.

Abstrakte Syntax

eu=-- Ausdriicke:
| Ce Konstruktion
| match e with | C, x, - e; Fallunterscheidung (C, # C,)

IC2X2—>62

5~ Der Ausdruck e zwischen den Schliisselwortern match und with heilt
Diskriminatorausdruck; C, x;, — e; und C, x, — e, sind Zweige der
Fallunterscheidung.
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IV Datentypen

21. Statische Semantik

Die folgenden Typregeln setzen voraus, dass der Variantentyp

IypeTz |C]0ft]|c‘20ft2 J

bekannt ist.

Typregeln:

Zl_e:ti
SFCe:T

Ske:T Z,{XlHtl}l—el.t Z,{XZth}FeZ:t
S+ (matchewith | C,x; »e; | CoXx, > ep):t

5~ Alle Zweige der Fallunterscheidung miissen den gleichen Typ besitzen; dieser ist
auch der Typ des gesamten Ausdrucks.
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IV Datentypen

21. Dynamische Semantik Ralf Hinze

Konstruktoren konstruieren Werte, entsprechend miissen wir den Bereich der Werte
erweitern.

Vo= Werte: Motivation
| Cv Konstruktion\Injektion in einen Variantentyp R

e

Auswertungsregeln:

oel v
O0FCel Cv
oFel C v, 6, {x;~vi}e Vv
O (matchewith C, x; >e; 1 Cox —>e) U v
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IV Datentypen

21. Varianten mit n Alternativen P

Alle Konstrukte verallgemeinern sich in natiirlicher Weise auf Varianten mit n
Alternativen.
> n=0:
> keine Alternative: leerer Typ;

Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

type Empty = | )

> Fallunterscheidung ohne Zweige: match e with;
> die leere Fallunterscheidung signalisiert toten Code:

you-cannot-call-me (x: Empty) : Nat = match x with J

I F# kennt keine leeren Varianten.
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21. Varianten mit n Alternativen P
» n=1:
» cine Alternative:

type Price = | Cent of Nat
type Postcode = | Code of Nat J

Motivation

> Fallunterscheidung hat genau einen Zweig: siible s
Dynamische
Semantik

let double (price : Price) : Price = e
match price with | Cent n — Cent (2 * n) J

» 1-Varianten sehr niitzlich: sind Price und Postcode wie oben definiert, so stellt die
statische Semantik sicher, dass wir in einem Programm nicht aus Versehen Preise
und Postleitzahlen addieren.

» Auch lasst sich ein Preis p nicht mit 2 * p verdoppeln. Zu diesem Zweck muss double
verwendet werden.

» Der Gewinn an Sicherheit wird mit einem Verlust an Bequemlichkeit erkauft.

> n=3:
» drei Alternativen und Fallunterscheidungen;
| 2



IV Datentypen

21. Vertiefung Ralf Hinze

Der Typ Bool kann durch einen Variantentyp implementiert werden.

type Bool = | False of Unit | True of Unit J

» false wird durch False () reprisentiert,

» true wird durch True () repriasentiert, et

» if e, then e, else e; wird durch die Fallunterscheidung
match e, with | False () — e3 | True () — e, realisiert.

»Nullstellige« Konstruktoren wie False oder True sind relativ haufig. Aus diesem
Grund erlauben wir, das Dummyargument auch wegzulassen.
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IV Datentypen

21. Fallstudie: Ganze Zahlen — da capo
Idee: eine ganze Zahl wird durch das Vorzeichen und den Betrag reprasentiert.

type Int = | Neg of Nat | Pos of Nat J

5" Neg n bezeichnet die Zahl —-n; Pos n entsprechend die Zahl +n.

I Invariante: 0 wird durch Pos 0 reprasentiert; fiir Neg n gilt stets n > 0. :;;iefu"g

Cleverer Konstruktor:

let neg (n: Nat) : Int =
if n=0 then Pos 0 else Neg n J

I3~ neg etabliert die Invariante.
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21. Ganze Zahlen — Klassifikation

let is-negative (i: Int) : Bool =
match i with
| Neg n — true
| Pos n — false
let is-zero (i: Int) : Bool =
match i with
| Neg n — false
| Posn - n=0
let is-positive (i: Int) : Bool =
match i with
| Neg n — false
| Pos n — true

IV Datentypen
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21. Ganze Zahlen — arithmetische Operationen

let negate (i: Int) : Int =
match i with
| Neg n — Pos n
| Posn — neg n
let add (i: Int,j: Int): Int =
match (i,j) with
| (Neg m, Neg n) - Neg (m + n)
| (Neg m, Pos n) — if m < n then Pos (n -~ m)
else Neg (m -~ n)
| (Pos m, Neg n) — if m<n then Neg (n -~ m)
else Pos (m = n)
| (Pos m, Pos n) — Pos (m+ n)
let sub (i:Int,j:Int): Int =
add (i, negate j)
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21. Ganze Zahlen — arithmetische Operationen

let mul (i:Int,j: Int): Int =
match (i, j) with
| (Neg m, Neg n) — Pos (m * n)
| (Neg m, Pos n) — neg (m * n)
| (Pos m, Neg n) — neg (m = n)
| (Pos m, Pos n) — Pos (m * n)

5> mul implementiert die Vorzeichenregel: — x — = + etc.

= div und mod zur Ubung.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Semantik

Vertiefung
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21. Ganze Zahlen — Konversion und Betrag

let int (n: Nat) : Int = Pos n
let abs (i: Int): Nat =
match i with
| Negn - n
| Posn - n
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: . IV Datentypen
21. Ganze Zahlen — Vergleichsoperationen T

Tupel
let less (i: Int,j: Int) : Bool = R
match (i, j) with e
| (Neg m,Neg n) > m>n
| (Neg m, Pos n) — true B
| (Pos m, Neg n) — false pbsrace Sy

Statische Semantik

| (Pos m,Pos n) — m<n Ie—

Semantik

Records

let less-equal (i: Int, j: Int) : Bool = Vertiefung
match (i, j) with Relursive
| (Neg m, Neg n) > m > n Varianten
| (Neg m, Pos n) — true il
| (Pos m, Neg n) — false DG
| (Pos m,Posn) - m<n Typen

let equal (i: Int,j: Int): Bool = ‘\‘j\‘“”\”l hic
match (i, j) with y
| (Neg m,Neg n) > m=n
| (Neg m, Pos n) — false
| (Pos m, Neg n) — false
| (Pos m,Posn) - m=n




21. Ganze Zahlen — Vergleichsoperationen

let not-equal (i: Int, j: Int) : Bool =
match (i, j) with
| (Neg m,Neg n) - m<>n
| (Neg m, Pos n) — true
| (Pos m, Neg n) — true
| (Pos m,Pos n) — m<>n

let greater-equal (i: Int,j: Int) : Bool =

match (i, j) with
| (Neg m,Neg n) > m< n
| (Neg m, Pos n) — false
| (Pos m, Neg n) — true
| (Pos m,Pos n) - m=>n

let greater (i:Int,j: Int): Bool =
match (i, j) with
| (Neg m,Neg n) > m<n
| (Neg m, Pos n) — false
| (Pos m, Neg n) — true
| (Pos m,Posn) — m>n
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21. Ganze Zahlen — Demo
> int4711

Pos 4711

3> add (negate (int 4711), int 815)
Neg 3896

>»> add (int 4711, negate (int 4711))
Pos 0

3> is-zero (add (int 4711, negate (int 4711)))
true

>»> mul (negate (int 2), negate (int 3))
Pos 6

3> abs (mul (negate (int 2), int 3))

6

3> div (negate (int 4), int 3)

Neg 2

>» mod (negate (int 4), int 3)

Pos 2

v

I Fur b + 0 gilt weiterhin a = (a + b) = b+ (a% b). Aber: die Eigenschaft legt = und
% nicht linger eindeutig fest, siehe Ubung.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung



IV Datentypen

21. Summen und Produkte .

Ist t ein endlicher Typ, so bezeichnet |f| die Anzahl der Elemente von ¢, die
Kardinalitdt von .
1. Der Paartyp t, * t, korrespondiert zu einem Produkt, da

|t1 * Eo] = [E1] * [t J

2. Der Typ Unit korrespondiert zu der 1, da

Vertiefung

|Unit| = 1 J
3. Der Variantentyp T mit type T = | C; of t; 1 C, of t, korrespondiert zu einer

Summe, da

|T| = |t1] + |t2] J

4. Der Variantentyp Empty mit type Empty = | korrespondiert zu der 0, da

|Empty| = 0 J
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IV Datentypen

21. Summen und Produkte — Eigenschaften Ralf Hinze

Flr Paar- und Variantentypen gelten dhnliche Gesetze wie fiir die natiirlichen Zahlen.
Zum Beispiel:

O+t=t=t+0
OXt=0=tXxO0 ‘J:w
IXt=t=tx]

t X (tp +t3) = (8 X tp) + (8 X t3)
(tl + tZ) X t3 = (tl X tg) + (tZ X tg)

5" Im Unterschied zu den natiirlichen Zahlen sind die beiden oder die drei Seiten
nicht gleich, sondern nur isomorph: t, = t, bedeutet, dass sich jedes Element aus
eineindeutig einem Element aus t, zuordnen lasst.

I° Und Funktionen?
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IV Datentypen

21. Rechnen mit Typen Rt inze
Der Typ Person in arithmetischer Notation:

Person = String + (String X Bool) J

Jetzt konnen wir rechnen:

String + (String X Bool) vertfung
= { 1 ist das neutrale Element von ‘<" }
(String X 1) + (String X Bool)
= { Distributivgesetz }
String X (1 + Bool)

12

I=Z" Der Typ String X (1 + Bool) ist eine alternative Implementierung von Person.

5" Fir das Rechnen mit Typen (!) ist die arithmetische Notation sehr bequem — es
ist aber nur eine Notation!
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IV Datentypen

21. Rechnen mit Typen Rt inze

Ubersetzen wir den Typ String X (1 + Bool) in Mini-F# Notation, so erhalten wir

Vertiefung

type Person’ = { name : String; gender : Gender }
type Gender = Female' | Male' of {bald : Bool } J

I3 Das Geschlecht umfasst die trennenden Merkmale, die gemeinsamen sind in
Person” zusammengefasst.



IV Datentypen

2 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

» Mit den Konstrukten, die wir bisher eingefithrt haben, konnen wir nur eine
beschrankte Anzahl von Daten zusammenfassen:
» ein 7-Tupel aggregiert 7 Daten,
> ein 128-Tupel 128 Daten. —
I¥” Beide Typen sind ungeeignet um 6, 8, 127 oder 129 Daten aufzunehmen.
» Zum Zeitpunkt des Programmierens kennt man hiufig die genaue Anzahl von
Daten nicht:

» Wieviele Personen immatrikulieren sich im WS 2019/2020?
» Wieviele Unternehmen sind an der Borse notiert?

» Wieviele Mitarbeiter/-innen hat eine Abteilung?

> usw.

» Wie konnen wir eine beliebige Anzahl von Daten aggregieren?
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IV Datentypen

2 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Konkret: wie konnen wir eine Folge von natuirlichen Zahlen reprasentieren?

Motivation

Ein erster Versuch (in arithmetischer Notation):

Nats = 1
+ Nat
+ Nat X Nat
+ Nat X Nat X Nat
+ ...

I3~ Eine Folge von natiirlichen Zahlen ist entweder die leere Folge (ein 0-Tupel), oder
eine einelementige Folge (ein »1-Tupel«), oder eine zweielementige Folge (ein 2-Tupel)
usw.
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IV Datentypen

2 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Beobachtung: alle Alternativen bis auf die erste haben eine Nat Komponente. Der
gemeinsame Faktor kann »herausgezogen« werden.
Nats = 1
+ Nat X (1
+ Nat
+ Nat X Nat

+ ..
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IV Datentypen

2 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Der Typausdruck in Klammern entspricht der urspriinglichen Definition von Nats.

Nats = 1 + Nat X Nats J

Motivation
Vertiefung

Erlauben wir bei der Definition eines Typs den Riickgriff auf den definierten Typ
selbst (!), erhalten wir (in Mini-F# Notation):

type Nats = | Nil | Cons of Nat » Nats J

5> Zur Erinnerung: Greift man bei der Definition auf das definierte Objekt selbst
zuriick, spricht man von einer rekursiven Definition.



22. Listen

type Nats = | Nil | Cons of Nat » Nats

I=5” Eine Folge von natiirlichen Zahlen ist entweder die leere Folge Nil oder eine
mindestens einelementige Folge Cons (n, ns) bestehend aus einer natiirlichen Zahl n
und einer Folge von natiirlichen Zahlen ns.

» Nil ist eine Verkiirzung des lateinischen Wortes nihil fiir »nichts«.
» Cons kiirzt das englische Wort construct ab.
> Statt von einer Folge von natirlichen Zahlen spricht man auch kurz von einer
Liste:
» nist das Kopfelement der Liste Cons (n, ns),
» nsist die Restliste der Liste Cons (n, ns).
> Bei Listen ist wie bei Tupeln die Reihenfolge der Elemente signifikant.
» Listen sind die erste und einfachste Datenstruktur, die uns begegnet. Eine
Datenstruktur verwaltet Daten und unterstiitzt Zugriff und Manipulation dieser
Daten.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation

336



IV Datentypen

22. Listen — Programmierung Ralf Hinze

Wie gehen wir mit einem rekursiven Variantentyp um? Wir konstruieren und
analysieren rekursive Varianten mit Hilfe rekursiver Funktionen!

Motivation

Beispiel: Sortieren von Listen. Der Variantentyp gibt das folgende Skelett fiir sort vor.

let rec sort (nats: Nats) : Nats =
match nats with
| Nil - ..
| Cons (n,ns) — ...

5~ Wie fiillen wir den Cons Zweig mit Leben?



IV Datentypen

22. Sortieren an—

Getreu dem Motto »rekursive Funktionen fiir rekursive Typen« erlauben wir, sort auf
die Restliste ns anzuwenden. Soevaton

Vertiefung

let rec sort (nats: Nats) : Nats =
match nats with
| Nil - ...
| Cons (n,ns) — ...sort ns...
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22. Sortieren
» Rekursionsbasis: die leere Liste ist bereits geordnet.

let rec sort (nats: Nats) : Nats =
match nats with
| Nil — Nil
| Cons (n,ns) — ...sort ns...

» Rekursionsschritt: sort ns ist eine geordnete Liste; wir miissen das Element n an
die richtige Stelle einordnen. Wir geben dieser Teilaufgabe einen Namen: insert.

let rec sort (nats : Nats) : Nats =
match nats with
| Nil - Nil
| Cons (n, ns) — insert (n, sort ns)

5" Wenn sich ein Problem nicht mit dem bisherigen Vokabular 16sen lasst, miissen
wir das Vokabular erweitern. An dieser Stelle ist Kreativitat gefragt!

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
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22. Einfligen in eine geordnete Liste

Die Definition von insert gehen wir auf die gleiche Art und Weise an.

let rec insert (nat : Nat, nats : Nats) : Nats =
match nats with
| Nil - ...
| Cons (n, ns) — ... insert (nat, ns) ...

Vorbedingung: nats ist bereits geordnet. Das Typsystem stellt diese Eigenschaft nicht
sicher, darum miuissen wir uns kiitmmern.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Vertiefung
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IV Datentypen

22. Einfiigen in eine geordnete Liste

» Rekursionsbasis: Ist die Liste leer, so geben wir die einelementige Liste
Cons (nat, Nil) zurtck.

let rec insert (nat : Nat, nats : Nats) : Nats =
match nats with
| Nil - Cons (nat, Nil) -
| Cons (n,ns) - ... -

» Rekursionsschritt. gilt nat < n, so stellen wir nat an den Anfang der Liste;
anderenfalls wird nat in die Restliste ns eingefiigt.

let rec insert (nat : Nat, nats : Nats) : Nats =
match nats with
| Nil — Cons (nat, Nil)
| Cons (n,ns) — if nat < n
then Cons (nat, nats)
else Cons (n, insert (nat, ns))

341



IV Datentypen

22. Sortieren durch Einfligen Rt inze

Eil’lgabe Aus gabe Unwiderlegbare

Muster
Records

. . . Varianten

Rekursive
Varianten

Motivation
] Vertetung

Widerlegbare

Muster
i l Parametrisierte
Typen

Polymorphie

Arrays

-

-
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IV Datentypen

22. Sortieren — Verallgemeinerung Ralf Hinze

Die Funktion sort sortiert eine Liste aufsteigend. Was machen wir, wenn wir die Liste
absteigend ordnen wollen?

» Programmcode duplizieren und ‘<’ systematisch durch ‘=’ ersetzen. Motivation
Unoékonomisch!

» Aufsteigend sortieren und das Ergebnis umdrehen, siehe Skript.

» Wir verallgemeinern die Aufgabenstellung und abstrahieren von einer speziellen
Ordnungsrelation.

sort-by (less-equal : Nat = Nat — Bool) : Nats — Nats J




22. Sortieren — Verallgemeinerung

Sortieren durch Einfliigen

let sort-by (less-equal: Nat + Nat — Bool) : Nats — Nats =
let rec insert (nat : Nat, nats : Nats) : Nats =
match nats with
| Nil — Cons (nat, Nil)
| Cons (n, ns) — if less-equal (nat, n)
then Cons (nat, nats)
else Cons (n,insert (nat, ns))

let rec sort (nats: Nats) : Nats =
match nats with
| Nil — Nil
| Cons (n, ns) — insert (n, sort ns)

in sort

I~ die Definition von sort-by verwendet Layout (Abseitsregel).

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation

Vertiefung
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IV Datentypen

22. Sortieren — Verallgemeinerung Ralf Hinze

Die ursprunglichen Sortierfunktionen sind jetzt hausbackene Spezialfalle:

Motivation

let increasing-sort = sort-by (fun (m, n) -~ m < n)
let decreasing-sort = sort-by (fun (m,n) - m = n) J

5~ Die Funktion sort-by ist ein weiteres Beispiel fiir eine Funktion héherer Ordnung:
sort-by nimmt eine Funktion als Argument (less-equal) und gibt eine Funktion (sort)
als Ergebnis zuriick.
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IV Datentypen

22. Struktur Entwurfsmuster fiir Listen Ralf Hinge

Haben wir die Aufgabe eine Funktion f : Nats — t zu erstellen, dann sieht ein erster
Entwurf folgendermalRen aus.

let rec f (nats: Nats) : t = Struktur Entwurfsmuster
match nats with Noriation
| Nil - ... Rekursionsbasis
| Cons (n,ns) » ...n...f ns... Rekursionsschritt

Die Ellipsen miissen mit Leben geftillt werden:
» Rekursionsbasis: ein Ausdruck des Typs t.

» Rekursionsschritt. ein Ausdruck, der die Teillosung f ns vom Typ ¢ zu einer
Gesamtlosung vom Typ t erweitert.



22. Summe einer Liste von Zahlen

Aufgabe: sum nats soll die Elemente der Liste nats aufaddieren (die
Verallgemeinerung von + auf Listen).

let rec sum (nats : Nats) : Nat =
match nats with
| Nil - ...
| Cons (n,ns) — ...sumns...

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Vertiefung
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22. Summe einer Liste von Zahlen

» Rekursionsbasis: sum Nil = 0. Warum?

let rec sum (nats : Nats) : Nat =
match nats with
| Nil -0
| Cons (n,ns) - ...SUmMns...

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation

Vertiefung

» Rekursionsschritt: Wir addieren n zur Summe der Restliste.

let rec sum (nats : Nats) : Nat =
match nats with
| Nil -0
| Cons (n, ns) — n+ sum ns
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22. Produkt einer Liste von Zahlen

Aufgabe: product nats soll die Elemente der Liste nats miteinander multiplizieren (die
Verallgemeinerung von * auf Listen).

let rec product (nats : Nats) : Nat =
match nats with
| Nil - ..
| Cons (n,ns) — ... product ns ...

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Vertiefung
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IV Datentypen

22. Produkt einer Liste von Zahlen .

» Rekursionsbasis: product Nil = 1. Warum?

let rec product (nats : Nats) : Nat =
match nats with ot

| Nil ~1 i

| Cons (n, ns) — ... product ns ...

» Rekursionsschritt: Wir multiplizieren n mit dem Produkt der Restliste.

let rec product (nats: Nats) : Nat =
match nats with
| Nil -1
| Cons (n, ns) - n * product ns
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IV Datentypen

22. Konstruktion von Listen A

Die bisherigen Funktionen verarbeiten Listen; wie konnen wir Listen erzeugen?

Motivation

Beispiel: between (I, u) erzeugt die Liste aller Elemente in dem gegebenen Intervall.
Wir wenden das Peano Entwurfsmuster auf die IntervallgrofRe an.
let rec between (1: Nat,u: Nat) : Nats =

if 1 > u then Nil
else Cons (I, between (1+ 1, u))

I3~ Im Basisfall geben wir die leere Liste zurtick; im Rekursionsfall setzen wir die
linke Intervallgrenze vor die rekursiv erzeugte Liste.
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22. Alte Funktionen neu

Wir haben unser Vokabular betrachtlich erweitert. Mit den neuen Vokabeln kénnen
wir zum Beispiel factorial kiirzer definieren.

let factorial (n: Nat) : Nat = product (between (1, n))

I~ Wie lasst sich power auf product zurtickfithren?

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation



IV Datentypen

22. Knobelaufgabe #10 Ralf Hinze

Ministerprasident Sorkus Mader mochte im Rahmen seines Raumfahrtprogramms »Failaria
One« einen Roboter auf dem Mars absetzen. Dazu wird der Roboter aus der Tragerrakete auf
den Planeten fallen gelassen. Hierbei ist die Fallhohe von entscheidender Bedeutung: Wird sie
zu hoch angesetzt, dann zerschellt der Roboter an der Oberflache des Planeten. Eine zu niedrige
Hohe birgt das Risiko, dass die Tragerrakete dem Planeten zu nahe kommt und explodiert.

Motivation

In der Forschungsstation »Dahoam« wurde ein Turm errichtet, der die Fallbedingungen exakt
nachstellt. Es stehen zwei Imitate des Roboters zur Verfiigung, die die gleichen
Aufpralleigenschaften wie der echte Roboter aufweisen. Das Roboter-Imitat wird jeweils aus
einem der n Stockwerke des Versuch-Turms fallen gelassen, um das hochste Stockwerk zu
ermitteln, bei dem der Roboter unversehrt am Boden ankommt. Da jeder Versuch mit hohen
Kosten fiir den Steuerzahler verbunden ist, soll die Anzahl der Fall-Versuche minimiert werden.
Allerdings stehen auch nur die genannten beiden Imitate zur Verfiigung — beim Fall aus zu
grofer Hohe werden sie zerstort und sind unbrauchbar.

Helfen Sie Sorkus eine Strategie zu entwickeln, um das héchste Stockwerk, aus dem der
Roboter unversehrt fallen gelassen werden kann, exakt zu ermitteln bei minimaler Anzahl von
Fall-Versuchen.



IV Datentypen

22. Vertiefung Rt inze

Der Typ Bool kann mit einem Variantentyp implementiert werden; Nat 1asst sich mit
einem rekursiven Variantentyp implementieren!

Motivation

Eine natiirliche Zahl ist entweder O oder der Nachfolger Ve
einer nattirlichen Zahl (n + 1). J

Denken wir uns Namen fiir die 0 und die Nachfolgerfunktion aus.

type Peano =
| Zero
| Succ of Peano




IV Datentypen

22. Naturliche Zahlen — Peano A

Wir zdhlen

Zero S
Succ Zero Vertetung
Succ (Succ Zero)

Succ (Succ (Succ Zero))

Succ (Succ (Succ (Succ Zero)))

3" Die Zahlendarstellung unserer Urahnen: fiir jedes erlegte Bison ein Strich.
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IV Datentypen

22. Addition — Peano e

Die Addition lasst sich auf die Nachfolgerfunktion zurtickfiihren.

Motivation

Vertiefung

let rec add (m: Peano, n: Peano) : Peano =
match m with
| Zero - ...
| Succm’' - ...add (m',n) ...
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22. Addition — Peano

» Rekursionsbasis: 0 + n = n.

let rec add (m: Peano, n: Peano) : Peano =
match m with
| Zero - n
| Succ m’' - ...add (m',n) ...

» Rekursionsschritt. (m' +1) + n=(m' + n) + 1.

let rec add (m: Peano, n: Peano) : Peano =
match m with
| Zero - n
| Succ m" — Succ (add (m’, n))

IV Datentypen

Ralf Hinze

Tupel

Unwiderlegbare

Muster
Records
Varianten

Rekursive
Varianten
Motivation

Vertiefung

Widerlegbare

Muster

Parametrisierte

I'ypen
Polymorphie

Arrays
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IV Datentypen

22. Multiplikation — Peano Ralf Hinze

Die Multiplikation lasst sich auf die Addition zurtickfiihren.

Motivation

Vertiefung

let rec mul (m: Peano, n: Peano) : Peano =
match m with
| Zero - ...
| Succ m' - ...mul (m', n) ...




22. Multiplikation — Peano

» Rekursionsbasis: 0 » n = 0.

let rec mul (m: Peano, n: Peano) : Peano =
match m with
| Zero — Zero
| Succm' - ...mul (m',n) ...

IV Datentypen

Ralf Hinze

Tupel

Unwiderlegbare
Muster
Records
Varianten
Rekursive
Varianten
Motivation

Vertiefung

Widerlegbare

» Rekursionsschritt: (m' + 1) * n=m' » n+ n.

let rec mul (m: Peano, n: Peano) : Peano =
match m with
| Zero - Zero
| Succ m' - add (mul (m’, n), n)

Parametrisierte
Typen

Polymorphie
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22. Peano Entwurfsmuster — da capo

Das Peano Entwurfsmuster entspricht dem Struktur Entwurfsmuster fiir den Typ

Peano.

Peano Entwurfsmuster:

let rec f (n: Nat):t = Peano Entwurfsmuster:
if n=0
then ... Rekursionsbasis
else ...f(n=1)... Rekursionsschritt

Struktur Entwurfsmuster fir den Typ Peano:

let rec f (n: Peano) :t = Struktur Entwurfsmuster:
match n with
| Zero — ... Rekursionsbasis

| Sucen' - ...fn ... Rekursionsschritt

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

22. Natiirliche Zahlen — Leibniz e

Eine natiirliche Zahl ist entweder 0, gerade (21) oder
ungerade (2n + 1).

Die Falle sind aber nicht exklusiv: 0 ist auch eine gerade Zahl. J } u &

Vertiefung

N7
QZ Na ja, wie ich das verstanden habe, brauchen wir die 0 als
O/ Rekursionsbasis. J

Ich will nicht die O streichen, sondern gerade Zahlen auf n > 2 f’\
beschranken (2n + 2). J U

Pedanterie. — Eine nattirliche Zahl ist entweder 0,
ungerade (2n + 1) oder positiv gerade (2n + 2).

Vom hochsten Ordnungssinn ist es nur ein Schritt zur J

Nur als Warnung: wir weichen an dieser Stelle vom Skript ab. J gy
”
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22. Naturliche Zahlen — Leibniz

Denken wir uns Namen fiir die 0, ungerade Zahlen (2n + 1) und gerade Zahlen grofer
als 0 (2n + 2) aus.

type Leibniz =
| Null
| Odd of Leibniz
| Even of Leibniz

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation

Vertiefung
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22. Naturliche Zahlen — Leibniz

Wir zdhlen

Null

Odd Null

Even Null

Odd (0dd Null)

Even (Odd Null)

Odd (Even Null)

Even (Even Null)

0dd (0dd (Odd Null))
Even (Odd (Odd Null))
Odd (Even (Odd Null))

IV Datentypen

Ralf Hinze

Tupel

Unwiderlegbare
Muster

Records
Varianten

Rekursive
Varianten

Motivation

Vertiefung

Widerlegbare
Muster

Parametrisierte
Typen

Polymorphie

Arrays

363



IV Datentypen

22. Nachfolgerfunktion — Leibniz Ralf Hinze

Um das Bildungsgesetz zu sehen, ist es am einfachsten, wenn wir die
Nachfolgerfunktion programmieren.

let rec succ (n: Leibniz) : Leibniz =
match n with
| Null - ... B
| Odd n' - ...succn ... Verticfung
| Evenn’ - ...succn' ...

» Rekursionsbasis: 0 +1 = 1.

let rec succ (n: Leibniz) : Leibniz =
match n with
| Null - Odd Null
| Odd n" - ...succn' ...
| Even n' — ...succn' ...
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22. Nachfolgerfunktion — Leibniz

» Rekursionsschritt. (2 +n +1)+1=2xn" +2.

let rec succ (n: Leibniz) : Leibniz =
match n with
| Null - Odd Null
| Odd n' - Even n’
| Even n' — ...succn' ...

» Rekursionsschritt: (2 xn' +2)+1=2x%(n +1) + 1.

let rec succ (n: Leibniz) : Leibniz =
match n with
| Null - Odd Null
| Odd n' - Even n'
| Even n’ — Odd (succ n")

IV Datentypen

Ralf Hinze
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22. Addition — Leibniz
Addition:

let rec add (m: Leibniz, n: Leibniz) : Leibniz =
match m with
| Null - ...
| Odd m" — ...add (m',n) ...
| Even m' — ...add (m',n) ...

» Rekursionsbasis: 0 + n = n.

let rec add (m: Leibniz, n: Leibniz) : Leibniz =
match m with
| Null -n
| Odd m" — ...add (m',n) ...
| Even m' — ...add (m',n) ...

IV Datentypen

Ralf Hinze
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IV Datentypen

22. Addition — Leibniz e

» Rekursionsschritt: Kénnen wir die Summe berechnen, ohne n zu kennen? Nein,
wir miissen eine geschachtelte Fallunterscheidung tiber n vornehmen.

let rec add (m: Leibniz, n: Leibniz) : Leibniz =
match m with st
| Null - n e
| Odd m'" — match n with
| Null — ...
| Odd n' - ...add (m',n’) ...
| Evenn’ — ...add (m',n’) ...
| Even m' — match n with
| Null - ...
| Odd n' — ...add (m',n’) ...
| Even n' — ...add (m',n’) ...
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IV Datentypen

22. Addition — Leibniz —

» Fall n= Null: m+0 = m.

let rec add (m: Leibniz, n: Leibniz) : Leibniz =
match m with
|Null —n -
| Odd m'" — match n with
| Null - m
| Odd n' - ...add (m',n’) ...
| Evenn’ — ...add (m',n’) ...
| Even m' — match n with
| Null - m
| Odd n' — ...add (m',n’) ...
| Evenn' — ...add (m',n’) ...
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IV Datentypen

22. Addition — Leibniz —

» Fallm=0Odd m'und n=0ddn':(2-m +1)+(2-n +1)=2-(m +n')+2.

let rec add (m: Leibniz, n: Leibniz) : Leibniz =
match m with o
| Null —n S
| Odd m'" — match n with
| Null - m
| Odd n' — Even (add (m’,n"))
| Evenn' — ...add (m',n’) ...
| Even m' — match n with
| Null - m
| Odd n' — ...add (m',n’) ...
| Evenn' — ...add (m',n’) ...
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IV Datentypen

22. Addition — Leibniz —

» Fallm=0Odd m und n=Evenn': (2-m' +1)+((2-n"+2)=2-((m +n')+1) +1.
» Fall m = Even m’ und n = Odd n': analog.

let rec add (m: Leibniz, n: Leibniz) : Leibniz =

match m with s
| Null - n
| Odd m'" — match n with

| Null - m

| Odd n' — Even (add (m’,n"))

| Even n’ — Odd (succ (add (m',n")))
| Even m' — match n with

| Null - m

| Odd n' — Odd (succ (add (m’,n")))

| Evenn' — ...add (m',n’) ...
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22. Addition — Leibniz

» Fallm=Evenm' und n=Evenn': (2-m' +2)+ (2 -n"+2)=2-((m +n')+1)+2.

let rec add (m: Leibniz, n: Leibniz) : Leibniz =
match m with
| Null - n
| Odd m'" — match n with
| Null - m
| Odd n' — Even (add (m’,n"))
| Even n’ — Odd (succ (add (m',n")))
| Even m' — match n with
| Null - m
| Odd n' — Odd (succ (add (m’,n")))
| Even n' — Even (succ (add (m',n")))

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation

Vertiefung
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IV Datentypen

22. Leibniz Entwurfsmuster — da capo R0 Pz

Das Leibniz Entwurfsmuster entspricht dem Struktur Entwurfsmuster fiir den Typ
Leibniz.

Leibniz Entwurfsmuster:

let rec f (n: Nat):t = Leibniz Entwurfsmuster: o
if n=0 then... Rekursionsbasis Vertetung
else ..n%2..f (n+2)... Rekursionsschritt

Struktur Entwurfsmuster fur den Typ Leibniz:

let vec f (n: Leibniz) : t = Struktur Entwurfsmuster:
match n with
| Null - ... Rekursionsbasis
| Odd n" - ...fn .. Rekursionsschritt
| Evenn' — ...f n' ... Rekursionsschritt
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IV Datentypen

2 2 . Dualsystem Ralf Hinze

Der Typ Leibniz implementiert tibrigens das Binar- oder Dualsystem. Der
Zusammenhang wird deutlich, wenn wir den Typ etwas umschreiben.

Leibniz

112

{ Definition von Leibniz }
1 + Leibniz + Leibniz Motwvation

Vertiefung

1

{ 1 ist das neutrale Element von ‘X<’ }
1+ (1 X Leibniz) + (1 X Leibniz)

{ Distributivgesetz }
1+ (1+1) X Leibniz

112

Damit haben wir eine alternative Definition von Leibniz:

type Bit = | One | Two
type Bits = | Nil | Cons of Bit * Bits
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IV Datentypen

2 3 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

>

v

Die Zweige einer Fallunterscheidung binden Bezeichner:

Female f — ... f.name.... J

Wie bei Wertedefinitionen kénnen wir anstelle eines einzelnen Bezeichners auch
ein Muster zulassen.

Motivation

Female {name=n} - ...n... J

Wir konnen auch die gesamte linke Seite als Muster lesen: Female p ist ein
Muster, auf das ein Wert der Form Female v passt, sofern v auf p passt.

Der Musterabgleich kann auch fehlschlagen: der Wert Male v passt nicht auf das
Muster Female x.

Man sagt auch, das Muster Female x ist widerlegbarv.

Die Fallunterscheidung ldsst sich als sukzessives Durchprobieren von Mustern
deuten.
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IV Datentypen

23. Abstrakte Syntax

Wir erweitern die Syntax von Fallunterscheidungen.

eu=-- Ausdriicke:
| match e with m erweiterte Fallunterscheidung

Der Rumpf einer Fallunterscheidung ist eine Folge von sogenannten Regeln der Form
p — e.

m:z==p-e Regel
| m, 1 my Sequenz von Regeln
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23. Abstrakte Syntax

Muster werden um disjunkte Muster und Konstruktoranwendungen erweitert.

pu=--- Muster:
| b1t P2 disjunktives Muster
| Cp Konstruktoranwendung

I Statische Semantik, siehe Skript/zur Ubung.

IV Datentypen

Ralf Hinze

tivation
Abstrakte Syntax

Dynamische
Semantik
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23. Dynamische Semantik

Beispiele: Wir betrachten die Fallunterscheidung match e with p — ... und nehmen an,
dass e zu v auswertet.

p v Umgebung

Nil Nil %]

Nil Cons (1, Nil) 4

Cons (a, x) Nil 4

Cons (a, x) Cons (1, Nil) {a~ 1,x~ Nil}
Cons (a, Cons (b,x)) Nil 4

Cons (a, Cons (b,x)) Cons (1, Nil) 4

Cons (a, Cons (b,x)) Cons (1, Cons (2,Nil)) {a~ 1,b+ 2,x+~ Nil}

5~ Der Blitz signalisiert, dass das Muster nicht auf den Wert passt.

I Dynamische Semantik, siehe Skript/zur Ubung.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Dynamische
Semantik

Vertiefung
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23. Vertiefung

Die Addition lasst sich mit Hilfe geschachtelter Muster sehr viel natiirlicher
formulieren.

let rec add’ (m: Leibniz, n: Leibniz) : Leibniz =
match (m, n) with
| (Null, k )
| (K, Null )->k
| (Odd m',0dd n") — Even (add’" (m’,n"))
| (Odd m',Even n')
| (Even m', Odd n") — Odd (succ (add’ (m',n")))

| (Even m', Even n’) — Even (succ (add’ (m',n")))

I=3° Wir unterscheiden vier Félle: ein Argument ist Null, beide Argumente sind
ungerade, ein Argument ist ungerade, beide sind gerade.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Dynamische
mantik

Vertiefung
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IV Datentypen

2 4 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Wir haben bisher zwei verschiedene Listentypen eingefiihrt:
» Listen von natiirlichen Zahlen Nats und
» Listen von Bindrziffern Bits.

Viele andere Listentypen sind denkbar:
» Listen von Personen,
» Listen von Adressen,

Motivation

» Listen von Listen von natiirlichen Zahlen um 2-dimensionale Tabellen zu
reprasentieren,

> usw.

I3 Fir jeden Elementtyp einen neuen Listentyp einzufiihren ist miihsam und
unokonomisch. Werden im gleichen Kontext zwei verschiedene Listentypen benotigt,
miissen wir uns zudem unterschiedliche Namen fiir den Typ und insbesondere fiir
die Datenkonstruktoren ausdenken.
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IV Datentypen

Mon dieu, isch verschtehe die Aufregung nischt. Fir
Lischten von Zahlen definiere isch:

Ralf Hinze

type natslink
nats

Anats;
record
elem : nat;
next : natslink
end;

Fur Lischten von Personen definiere isch:

type personslink = Apersons; Motivation
persons = record
elem : person;
next : personslink
end;

Fir Lischten von Adressen definiere isch ...

v

Ja, ja, schon gut Blaise. Wir befinden uns mittlerweile im / ;Z \
21. Jahrhundert. J o/

380



24. Motivation

IV Datentypen

Idee: wir abstrahieren von dem Elementtyp und machen ihn zum Parameter der
Typdefinition.

type List (‘a) = | Nil | Cons of 'a » List ('a) J

I Typvariablen fangen mit einem Apostroph an, um sie von Record- und
Variantentypen unterscheiden zu kénnen.

Wenden wir List auf einen konkreten Typ an, so erhalten wir einen speziellen Moriation
Listentyp:

v

>
>
>
>

>

Listen von natiirlichen Zahlen: List (Nat),

Listen von Binarziffern: List (Bit),

Listen von Personen: List (Person),

Listen von Adressen: List (Address),

Listen von Listen von natiirlichen Zahlen: List (List (Nat)),
usw.

5> Typparameter werden in spitze Klammern gesetzt, um sie von Werteparametern
auf den ersten Blick unterscheiden zu kénnen.

Ralf Hinze



24. Motivation

v

IV Datentypen

Listen sind ein typisches Beispiel fiir Behilter (engl. container): eine Liste enthalt
Daten.

Der Typ List (t) ist ein Containertyp.

Da List einen Typparameter hat, entspricht List im Prinzip einer Funktion auf
Typen. Motivation

Zur Erinnerung: Listen sind eine einfache Datenstruktur. Eine Datenstruktur
verwaltet Daten und unterstiitzt Zugriff und Manipulation dieser Daten.

Listen ordnen Daten linear an.

Ralf Hinze

382



24. Abstrakte Syntax

Wir erweitern Definitionen um parametrisierte Recordtyp- und
Variantentypdefinitionen.

d:=-- Deklarationen:
| type T (‘a)={L, :t;{s:t,} parametrisierter Recordtyp
| type T ('a)= 1 C, of t, 1 C, of t, parametrisierter Variantentyp

IV Datentypen

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax

Statische Semantik
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IV Datentypen

24. Statische Semantik

Fiir den parametrisierten Variantentyp

typeT(ay= 1 C of t; 1 C, of t, J

muss zum Beispiel die Typregel fiir die Konstruktoranwendung wie folgt angepasst
werden.

> Fe:ti{,a'_’t}
ZFCleT<t> J

St ‘he Semantik
Dynamische

=" In {; wird die Typvariable ‘a durch den Typ ¢ ersetzt. Notation der Semantik
Typsubstitution: t;{'a — t }. Analogie: 'a ist der formale Typparameter, ¢ ist der
aktuelle Typparameter.

Beispiel:

‘a » List (‘a){'a — Nat} = Nat * List (Nat) J
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24. Statische Semantik

type List (‘a) = | Nil | Cons of 'a * List ('a)

Beispiele: t ist ein beliebiger Typ.

Ausdruck Typ

Nil List (t)

Cons (4711, Nil) List (Nat)

Cons (false, Nil) List (Bool)

Cons (Nil, Nil) List (List (t))

Cons (4711, Cons (false, Nil)) nicht wohlgetypt
Cons (Nil, Cons (Nil, Nil)) List (List (t))

Cons (Cons (Nil, Nil), Nil) List (List (List (t)))

I5” Nil besitzt unendlich viele Typen.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Tupel
Unwiderlegbare
Muster

Records

Varianten

Rekursive
Varianten

Widerlegbare
Muster

Parametrisierte
I'ypen
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik
Dynamische
Semantik

Polymorphie

Arrays
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24. Dynamische Semantik

Es andert sich nichts.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Abst

Statische Semantik

Dynamische
Semantik
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25. Knobelaufgabe #11

P> Bewege den Turm von a8 nach hl, so dass jedes Feld genau einmal besucht wird.

X
= mon
‘mom o

8

7

6 %7
5%/%%%%
4

3

2

1

7

abcdefgh

» Ein Turm darf horizontal und vertikal, aber nicht diagonal ziehen.



IV Datentypen

2 5 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Parametrisierte Typen erhohen — wie auch Funktionen — die Wiederverwendbarkeit
von Programmen (»one size fits all«).

Funktionen auf parametrisierten Typen halten mit dieser Entwicklung nicht Schritt.
Beispiel: Lange einer Liste.

let rec length (list : List (Nat)) : Nat =
match list with | Nil - 0 | Cons (_,xs) - 1 + length xs J

Motivation

5" Der Typ des Parameters, List (Nat), schrankt die Anwendung von length auf
Listen von natiirlichen Zahlen ein. Um die Lange einer Liste von Personen zu
bestimmen, miissen wir eine zweite Funktion programmieren.

let rec length (list : List (Person)) : Nat =
match list with | Nil - 0 | Cons (_,xs) - 1 + length xs J

I3 Die Definition ist baugleich zur ersten, nur die Typangabe hat sich gedndert. Fiir
das Ausrechnen der Listenldnge spielt der Typ der Elemente aber gar keine Rolle.
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IV Datentypen

2 5 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

3" Fir jeden Elementtyp eine neue length Funktion zu programmieren, ist miihsam
und undkonomisch. Werden im gleichen Kontext Langenfunktionen fiir zwei
verschiedene Elementtypen beno6tigt, miissen wir uns zudem unterschiedliche Namen
fir die Funktionen ausdenken.

Motivation

=" Das Problem ist dhnlich dem, das die Einfithrung parametrisierter Typen
motivierte. Ahnliches Problem, dhnliche Lésung?
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Mon dieu, isch verschtehe die Aufregung nischt. Fiir die Linge von
Lischten von Zahlen definiere isch:

function lengthnats (p : natslink) : integer;
begin
if p = nil then
lengthnats := 0
else
Tlengthnats := lengthnats (pA.next) + 1
end;

Fur die Lange von Lischten von Personen definiere isch:

function lengthpersons (p : personslink) : integer;
begin
if p = nil then
Tlengthpersons := 0
else
Tlengthpersons := Tengthpersons (pA.next) + 1
end;

Fur die Lange von Lischten von Adressen definiere isch ...

Ich glaub, ich hab ein déja-vu ... J

IV Datentypen

Motivation
atik

Ralf Hinze
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IV Datentypen

2 5 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Ahnliches Problem, dhnliche Losung?
Ja! So wie wir Typdefinitionen mit einem Typ parametrisieren, so konnen wir auch
Funktionsdefinitionen mit einem Typ parametrisieren.

let rec length ('a)(list : List ('a)) : Nat =
match list with | Nil - 0 | Cons (_, xs) — 1 + length (‘a)xs J

I3 Die Funktion length hat jetzt zwei Parameter: einen Typparameter (‘@) und einen
Werteparameter (list). Der Typparameter wird verwendet, um den Typ des
Werteparameters festzulegen.

Motivation

Wird die Funktion length aufgerufen, miissen fiir die formalen Parameter
entsprechend aktuelle Parameter angegeben werden:

» ein Typ und
> eine Liste mit Elementen des angegebenen Typs.



IV Datentypen

25. Motivation — polymorphe Funktionen Relf Hinae

Wenden wir length auf einen konkreten Typ an, erhalten wir spezielle
Langenfunktionen — Funktionen, die wir bisher mithsam per Hand programmieren
mussten.

» length (Nat) fiir Listen von natiirlichen Zahlen,
length (Bit) fur Listen von Binarziffern,
length (Person) fiir Listen von Personen,
(
(

>

>

» length (Address) fir Listen von Adressen,

» length (List (Nat)) fiir Listen von Listen von natiirlichen Zahlen, e
| 4

USW.

5" Funktionen, die mit einem oder mehreren Typen parametrisiert sind, heiflen auch
polymorphe Funktionen nach dem griechischen Wort rmoAvuop ¢ i fir
Vielgestaltigkeit.
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IV Datentypen

25. Motivation — polymorphe Funktionen Relf Hinae

Labels parametrisierter Recordtypen und Konstruktoren parametrisierter
Variantentypen sind im Prinzip polymorphe Funktionen bzw. Werte:

» Nil hat den Typ List (‘a);
» Cons hat den Typ ‘a  List (‘a) — List ('a). e
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25. Motivation — Peano Entwurfsmuster, programmiert

Blicken wir zurtick, erkennen wir, dass viele Funktionen allgemeiner sind, als die
Typangaben es vermuten lassen. Zum Beispiel:

let peano-pattern ('soln)(zero : 'soln,
succ : 'soln — 'soln) : Nat — 'soln =
let vec f (n: Nat) :'soln =
if n=0 then zero
else succ (f (n=1))

in f

I=° Jetzt konnen wir in Mini-F# ausdriicken, dass die Funktion fir jeden beliebigen
Typ von Losungen funktioniert (siehe frithere Diskussion).

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
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Super, damit kann ich endlich meine Implementierung der

Fakultat ausprobieren.

} k 3> peano-pattern (Nat + Nat)
()

((0,1), fun (n,s) » (n+1,s* (n+1))) 10

(10,3628800)

Pass mal auf, Lisa, ich hab mich mittlerweile mit den anonymen
Funktionen angefreundet. Jetzt kommt der Hammer: man
kommt auch ohne Paare aus!

3> peano-pattern (Nat — Nat)
(funn—1,funs— funn - s (n—=1)+n) 10 10
3628800

v

Clever, clever, Harry. Deine Funktion ist sogar noch
} : & allgemeiner: wenn Du sie mit m und n aufrufst (m < n),

berechnet sie n! + (n-m) .

NYY74
oo
©

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation



25. Motivation — Sortieren durch Einfligen

Auch die Funktion sort-by lasst sich verallgemeinern.

Sortieren durch Einfliigen

let sort-by ('a)(less-equal: 'a + 'a — Bool) : List ('a) — List ('a) =
let rec insert (elem:a, list : List (‘a)) : List (‘a)
match list with
| Nil — Cons (elem, Nil)
| Cons (x,xs) — if less-equal (elem, x)
then Cons (elem, list)
else Cons (x, insert (elem, xs))
let rec sort (list : List (‘a)) : List (‘a) =
match list with
| Nil — Nil
| Cons (x,xs) — insert (x, sort xs)

in sort

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Pragmatik
Vertiefung

Uber den Tellerrand
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IV Datentypen

25. Motivation — Sortieren durch Einfligen -

Jetzt konnen wir beliebige (!) Listen sortieren. Tupel
» Listen von natiirlichen Zahlen: Unwiderlegbare

Muster

Records

sort-by (Nat)(fun (m, n) -~ m < n) o
sort-by (Nat)(fun (m,n) — m = n) .
Varianten
» Listen von Binarziffern: Widereghare
sort-by (Bit)(fun (b, c) - match (b, c¢) with b
| (Ol’le, _ ) — true Polymorphic
| (Two, One) — false pomvaton

| (Two, Two) — true)

Uber den Tellerrand

» Listen von Personen: Arrays

sort-by (Person)(fun (ann, bob) — ann.surname < bob.surname) J

> Listen von Listen von natiirlichen Zahlen:

sort-by (List (Nat))(fun (ns,, ns,) — length (Nat)ns, < length (Nat)ns,) J
397




IV Datentypen

25. Pragmatik Ralf Hinze

Wir sehen davon ab, Syntax und Semantik polymorpher Funktionen formal zu
definieren.

Stattdessen geben wir uns pragmatisch und erlauben Typparameter auszulassen:
sowohl bei der Definition (keine grofe Sache)

let rec length (list : List (‘a)) : Nat = ...
let sort-by (less-equal:'a + 'a — Bool) : List ('a) — List ('a) = ...

Pragmatik

als auch bei der Anwendung (eine erhebliche Schreiberleichterung). .

sort-by (fun (m,n) - m < n)
sort-by (fun (ns,, ns,) — length ns, < length ns,)
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IV Datentypen

25. Vertiefung Ralf Hinze

Polymorphen Funktionen ist gemeinsam, dass sie die Elemente eines polymorphen
Typs nicht analysieren oder inspizieren (oder gar generieren), sondern nur
transportieren (oder womoglich ignorieren).

> letidx=x

val id:'a - 'a

>> let constant a b = a
val constant :'a —'b —'a

>> let compose g f x =g (f x)
val compose: ('b —'c) — (‘a—"b) - (‘a—"c) Vertetung

5> compose ist ebenfalls eine Funktion hoherer Ordnung: sie definiert die
Komposition (Hintereinanderschaltung) zweier Funktionen.

;g:bf<a_
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IV Datentypen

25. Vertiefung — Listenzugriff Ralf Hinze

Aufgabe: Bestimmung des n-ten Elements einer Liste.

let rec nth (list : List (‘a),n: Nat) :'a = J

I=5" Was machen wir, wenn die Liste weniger als n Elemente hat?

Idee: die beiden moglichen Resultate des Zugriffs, erfolglos und erfolgreich, mit
einem Datentyp darstellen.

Pragmatik

type Option (‘a) = | None | Some of 'a J

Vertiefung
Uber den Tellerrand

Mit diesem neuen Typ kénnen wir die Signatur von nth verfeinern.
Mit dem Struktur Entwurfsmuster fiir List erhalten wir:

let rec nth (list : List (‘a), n: Nat) : Option ('a) =
match list with
| Nil - ...
| Cons (x,xs) — ...nth (xs,...) ...
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IV Datentypen

25. Vertiefung — Listenzugriff Ralf Hinze

» Rekursionsbasis: der Index ist zu groR.

let rec nth (list : List (‘a), n: Nat) : Option ('a) =
match list with
| Nil — None
| Cons (x,xs) — ...nth (xs,...) ...

» Rekursionsschritt: zusitzliche Fallunterscheidung tiber n.

Motivation

Pragmatik

let rec nth (list : List (‘a), n: Nat) : Option {‘a) = Vertctung
match list with fhee
| Nil — None
| Cons (x,xs) — if n=0 then Some x
else nth (xs,n—=1)

¥ Die Funktion nth sollte nicht missbraucht werden, um uber eine Liste zu iterieren!
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25. Uber den Tellerrand: F#

Listen sind in F# vordefiniert. Allerdings unterscheidet sich die Notation etwas:
P T list statt List (T) (Postfix- statt Prifixnotation),
» [ ] statt Nil, und
> x:xs statt Cons (x, xs) (Infix- statt Prafixnotation).

I [ ;% X3 | kirzt x; = (% = (x3::[])) ab.

Beispiel: Bestimmung des n-ten Elements einer Liste.

let rec nth (list : 'a list, n: int) : 'a option =
match list with
|[[] — None
| X :: xs — if n=0 then Some x
else nth (xs,n—=1)

IV Datentypen

Ralf Hinze

Uber den Tellerrand
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25. Uber den Tellerrand: F#

F# erlaubt, die Typen von Funktionsparametern und -ergebnissen auszulassen — die
fehlenden Informationen werden automatisch inferiert (Typinferenz).

Beliebige Grade an Flexibilitat:

let rec length (xs:'a list) : int = match xs with ...
let rec length (xs:'a list) = match xs with ...

let rec length (xs) = match xs with ...

let rec length = function ...

5> function m ist eine beliebte Abkiirzung fiir den Ausdruck
fun x -~ match x with m. Beliebt, weil die Einfiihrung eines Parameters vermieden
wird (neue Namen zu erfinden ist schwer).

IV Datentypen

Ralf Hinze

Uber den Tellerrand
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25. Uber den Tellerrand: F#

Beispiel: enthélt eine Liste ein gegebenes Element?

let vec contains key = function
I[] - false
| x::xs — key = x | | contains key xs

Beispiel: Konkatenation zweier Listen.

let rec append list ys =
match list with
I[] -
| x:: X8 - X :: append xs ys

5~ append xs ys ist als Infixoperator vordefiniert: xs @ ys, z.B.
[4;7]@[1;1] =[4;7;1;1]. (Was ist der Typ von append aka @? Und von contains?)

IV Datentypen

Ralf Hinze

Pragmatik
Vertiefur
Uber den Tellerrand
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IV Datentypen

2 6 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Wir haben verschiedene Moglichkeiten kennengelernt, Daten zu aggregieren.
» Tupel und Records:
» feste Anzahl von Daten verschiedenen Typs,
> Zugriff in konstanter Zeit.
» Listen:
» beliebige Anzahl von Daten des gleichen Typs,
» Zugriff in linearer Zeit.
P> Fehlt:

» beliebige Anzahl von Daten des gleichen Typs,
»  Zugriff in konstanter Zeit.

Motivation
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26. Motivation

I3~ Diese Liicke schlieRen Arrays (auch: Felder oder Reihungen).

Konstruktion:

[12;3;5;7;111]

ist ein Array der GroRe 5. Mit a.Length wird die Grofe bzw. Lange eines Arrays
ermittelt, z.B. [|2;3;5;7;11|].Length = 5.

Zugriff: ist e, ein Ausdruck, der zu einem Array auswertet, und e, ein arithmetischer
Ausdruck, dann kann mit

e.[e]

auf die entsprechende Komponente zugegriffen werden.
5" Nummerierung ab 0, z.B. [|2;3;5;7;11].[3] = 7.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
bstrakte Syr
tische Semanti
ische
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IV Datentypen

2 6 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Arrays konnen nicht nur durch Aufzahlung der Elemente, sondern auch mittels einer
Bildungsvorschrift erzeugt werden.

[[foriin0..9 - ixil] J

ist das Array der ersten zehn Quadratzahlen. Motivation
bstrakte Synt
tische Semanti
ische

407



26. Demo

> [|1]

(11

>»> [12;3;5;7;11]]

[12;3;5;7;11]]

>> [|foriin0..9 - 4711]]
[14711;4711;4711;4711;4711;4711;4711;4711;4711;4711|]
>»> [|foriin0..9 - il]
[10;1;2;3;4;5;6;7;8;91]

>»> [[foriin0..9 —1ix*il]
[10;1;4;9;16;25;36;49;64;81|]

> [[foriin0..7 > [|forjinl..i—ixj|]l]

AE
I
1415

4

6;91];
8;12;16(];
10;15;20;25];
12;18;24;30;36]];
1

(|
(|
(|
(|
(|
(|
(|
[17;14;21;28;35;42;49(]]

1
2;
3;
4;
5;
6;
7;

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik
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IV Datentypen

26. Arrays versus Funktionen Ralf Hinze

Arrays sind Funktionen recht dhnlich.
Typ t, >t Array (t,) (t, = Int)

Konstruktion — [leg;---;en1l]
fun x — e; [[for xin0..n-1 - e3]]

Elimination e e e.[e] o
lotivation
= e.Length e

I=¥” Der Definitionsbereich eines Arrays ist stets ein Anfangsstiick der natiirlichen
Zahlen. Haben wir das schon einmal gesehen?
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IV Datentypen

26. Arrays versus Sequenzen Ralf Hinze

Zur Erinnerung: endliche Abbildungen des Typs N -, A heifen Sequenzen (Folie 62).

» Sequenzen sind Bestandteil der Sprache, mit der wir tiber die Sprache Mini-F#
reden.

> Arrays sind Bestandteil von Mini-F#.

3> Fachjargon: Arrays internalisieren Sequenzen. Umgekehrt verwenden wir
Sequenzen, um die Semantik von Arrays und Operationen auf Arrays prazise zu
beschreiben.

Motivation
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26. Abstrakte Syntax

@ i=---
| [leg;---5€n1l]
| [Ifor xine;..e, » e;]]
| e.[e]
| e.Length

IV Datentypen

Ralf Hinze

Arrays:

Konstruktion durch Aufzahlung (n € 7)
Konstruktion durch Bildungsvorschrift
Subskription

GroRe eines Arrays

5 Eckige Klammern, [| und |], sind das Markenzeichen der Sprachkonstrukte, die

Arrays konstruieren.

Abstrakte Syntax

I Das Konstrukt [|for x in e, .. e, — e;|] filhrt den Bezeichner x neu ein; x ist in e;

sichtbar.

5" Der Ausdruck e, in e,.[ e; | heilt Index.

411



26. Statische Semantik

Der Typ eines Arrays ist mit dem Typ der Elemente parametrisiert.

fo=-- Typen:
| Array (t) Arraytyp
Typregel:
Ske:t | i€EN,
2+ [leg;...;en |]:Array (t)

)

IZ" Die Notation ¢; | i € N,, ist eine kompakte Schreibweise fiir eine Regel mit den n
Voraussetzungen ¢, ..

"y d)n—l-

IV Datentypen

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik
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26. Statische Semantik

Typregel:

S e :Int S+ oe:Int S {x—Int} -e5:t
S+ [lfor xine,..e, - es|]:Array (t)

3 e, : Array (t) S e :Int
Ske.fe]:t

S+ e:Array(t)
>+ e.Length: Int

I for x in e, .. e, arbeitet auch mit anderen Zahlentypen, nicht nur mit Int.

IV Datentypen

Ralf Hinze
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IV Datentypen

26. Statische Semantik — Extremfalle e

» n = 0: Felder duirfen leer sein.

> (111,

» [Ifor xin1..0 - x|],

» [|for xinl..r — e|]mitl>r,

» dann gilt: e.Length = 0.

» Das leere Feld [||] hat den Typ Array (t) fiir einen beliebigen Typ ¢.
» n = 1: Felder konnen genau ein Element enthalten.
[14711]],
[I[for xin0..0 —» 4711]],
[Ifor xinl..r - e|]mitl=r, statische semantik
dann gilt: e.Length = 1.

2 ...

>
>
>
>

v
=
I
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IV Datentypen

26. Dynamische Semantik Relf Hinae

Der Wert eines Arrayausdrucks ist eine Sequenz, eine endliche Abbildung N —¢, Val;
jedem Index wird die entsprechende Komponente zugeordnet.

Beispiele:
> [||] wertet zu ¢ aus;
> [14711|] wertet zu {0 — 4711} aus;
» [12;3;5;7;11|] wertet zu {0~ 2,1+~ 3,2~ 5,3~ 7,4~ 11} aus.

Dynamische
Semantik
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IV Datentypen

26. Dynamische Semantik Ralf Hinze

s€val
Vo= Werte:
| s Array (-wert)
Auswertungsregeln:
oke Vv, | iEN,
o+ [|eo;...;en_1|] 0 {i'_’vi | i€ Nl’l}
Ste U1 Se Ur S {x—i}res ¥ v, | ie{l.r} o
S+ [lforxine;..e, > e3|]¥ {i-1l—v;|i€{l..7}} e

I=5” Es werden zundchst die Arraygrenzen ausgerechnet, dann wird der Bezeichner x
nacheinander an die Werte [, ..., ¥ gebunden und beziiglich jeder Bindung wird der
Rumpf e; ausgerechnet.
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26. Dynamische Semantik

Auswertungsregeln:

o0ke U s oOFe Ui
o ele] ¥ s(i)

i<lens

oFel s
0 - e.length U lens

5~ Ein Array ist eine endliche Abbildung; Subskription ist entsprechend
Funktionsapplikation.

=5 Die Subskription e,.[ e; ] ist nur definiert, wenn der Index e; im Definitionsbereich
der endlichen Abbildung liegt.

IV Datentypen

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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IV Datentypen

26. Vertiefung — Spiegelung

Ralf Hinze

Arraytransformationen lassen sich oftmals mit dem for-Konstrukt (Konstruktion
durch Bildungsvorschrift) programmieren.

Beispiel: Spiegelung eines Arrays.
let reverse (‘a)(a: Array (‘a)) =

let n = a.Length in
[Iforiinl..n—- a[n-i]l];

I3° reverse ist eine polymorphe Funktion.

Vertiefung

3> reverse[|for iin0..9 —ix*il]
[181;64;49;36;25;16;9;4;1;0]] J
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IV Datentypen

26. Vertiefung — Konkatenation Ralf Hinze

Beispiel: Konkatenation zweier Arrays.

let append (‘a)(a: Array (‘a), b: Array (‘a)) : Array ('a) =
[[for iin0..a.Length + b.Length-1 —
if i < a.Length then a.[ 1]
else b.[i- a.Length]|]

IZ” append ist eine polymorphe Funktion.

I¥” Vergleiche mit der Konkatenation s; - s, von Sequenzen (Folie 63; Arrays
internalisieren Sequenzen).

Vertiefung

3> append ([|for iin0..9 — il], reverse[|for iin0..9 - il])
[10;1;2;3;4;5;6;7;8;9;9;8;7;6;5;4;3; 2,1, 01] J
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26. Vertiefung — Entwurfsmuster

Der »Definitionsbereich« des Arrays a ist durch das Intervall (0, a.Length — 1)
gegeben. Somit konnen wir die Programmierung von arrayverarbeitenden Funktionen
so ahnlich angehen, wie die von Funktionen auf Suchintervallen.

Entwurfsmuster fiir Arrays (a la Peano):

let f (a:Array (t,)):t, =
let rec g (i:Int):t, =
if i = a.Length then ...

ing0

else ...g(i+1)...

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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26. Entwurfsmuster — Summe

Beispiel: Elemente eines Arrays aufaddieren (das Pendant zur Funktion

sum: List (Nat) — Nat).

Das Entwurfsmuster fiir Arrays gibt vor:

let sum (a: Array (Nat)) : Nat =
let vec s (i: Int) : Nat =
if i = a.Length then ...

insO

else ...s(i+1)...

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

26. Entwurfsmuster — Summe e

» Rekursionsbasis: sum[| |]= 0!

let sum (a: Array (Nat)) : Nat =
let vec s (i: Int): Nat =
if i = a.Length then O
else ...s(i+1)...
insO

» Rekursionsschritt: Wir addieren a.[i] zur Summe des Restarrays.

let sum (a: Array (Nat)) : Nat =
let rec s (i: Int) : Nat =
if i = a.Length then 0
else a.[i]+s(i+1)

Vertiefung

ins0O
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26. Entwurfsmuster — Produkt

Beispiel: Elemente eines Arrays miteinander multiplizieren (das Pendant zur Funktion

product : List (Nat) — Nat).

Das Entwurfsmuster fiir Arrays gibt vor:

let product (a: Array (Nat)) : Nat =
let vec p (i: Int): Nat =
if i = a.Length then ...

inpO0

else ...p(i+1)...

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

26. Entwurfsmuster — Produkt .

» Rekursionsbasis: product[| |]= 1!

let product (a: Array (Nat)) : Nat =
let vec p (i: Int): Nat =
if i = a.Length then 1
else ..p(i+1)...
inpO0

» Rekursionsschritt: Wir multiplizieren a.[i] mit dem Produkt des Restarrays.

let product (a: Array (Nat)) : Nat =
let vec p (i:Int): Nat =
if i = a.Length then 1
else a.li]*p(i+1)

Vertiefung

inp0
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26. Alte Funktionen neu

Eine weitere Implementierung der Fakultdt und der Potenzfunktion:

let factorial (n: Nat) : Nat =
product(|foriinl..n — il]

let power (x: Nat,n: Nat) : Nat =
product(|for iin1..n — x|]

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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IV Datentypen

26. Zusammenfassung Rt inze

Wir haben das Repertoire von Mini-F# betrdchtlich erweitert. Teil III: Werte, die von
Werten abhangen. Teil IV: Typen, die von Typen abhdngen und Werte, die von Typen

abhangen.

hingt ab von Wert Typ
Wert Funktion polymorphe Funktion
Typ ? parametrisierter Typ Vertifung

Macht man die Grole von Arrays zum Bestandteil des Typs, dann erhélt man ein
Beispiel fiir einen Typ, der von Werten abhangt (sogenannter »dependent type«).
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IV Datentypen

26. Zusammenfassung Rt inze

Wir haben
» verschiedene Moglichkeiten kennengelernt, Daten zu aggregieren:

» Tupel und Records,
> Containertypen wie Listen,
> Arrays;

> eine Moglichkeit kennengelernt, Daten zu vereinigen:
» Variantentypen;
» Verschiedene Formen der Abstraktion kennengelernt:

» parametrisierte Record- und Variantentypen,
» polymorphe Funktionen;

» gesehen, dass jeder Typ ein Entwurfsmuster mitbringt;

» verschiedene Datenstrukturen kennengelernt: Vertefung

> Listen,
> Arrays;

» und verschiedene Funktionen auf diesen Datenstrukturen programmiert.
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26. Paradigmen: funktionale Programmierung

calculare
den Wert bestimmen; rechnen; zdahlen

functio
Verrichtung; Ausfithrung

fungi
ausiiben

IV Datentypen

Ralf Hinze

Vertiefung
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V Algorithmik

Ralf Hinze

Teil V

Algorithmik
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V Algorithmik

26. Knobelaufgabe #12: Geht’s auch schneller? Ralf Hinze
} u & Wir haben Listen und Arrays; sprechen die auch miteinander? J
Du meinst, ob ich eine Liste in ein Array konvertiert kriege und / ;’é \
umgekehrt? Das ist fix programmiert: J o/

let to-list (xs:'aarray):'alist =] foriin0..xs.Length~1 — xs.[i] ]
let to-array (xs:'alist ):'aarray =[|foriin0..xs.Length =1 — xs.[i] |] J

m Nicht schlecht — man kann for auch verwenden, um eine Liste
V) zu konstruieren, ... J

N7
Yup. Mein Tipp: nicht nur in den Vorlesungsfolien blattern, qZ
auch mal in der Online Doku stobern ;-). J U/

f’j\ ...und xs.[i] um auf das i-te Listenelement zuzugreifen. Das ist
(W) aber teuer ...dein to-array hat eine quadratische Laufzeit! J
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26. Gliederung

@ Sortieren
@ Suchen

@ Endliche Abbildungen

V Algorithmik

Ralf Hinze
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V Algorithmik

Ralf Hinze

Logik I

OOP VIII

Sortieren

Suchen
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V Algorithmik

26. Lernziele e

Nach Durcharbeitung dieses Kapitels sollten Sie

>

vVvvyyVvyyvyy

verschiedene Sortieralgorithmen kennen,

elementare Suchstrukturen kennen,

die Laufzeit einfacher Algorithmen abschétzen konnen,
einfache Korrektheitsbeweise fithren konnen,

einfache Terminierungsbeweise fithren kénnen,

das Konzept des »Abstrakten Datentyps« verstanden haben,
mit verschiedenen Programmiertechniken vertraut sein.
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V Algorithmik

27. Algorithmisches Losen von Problemen Ralf Hinze

Sortieren

» Rechnen lassen: mit der Existenz von Rechenmaschinen wird es interessant,
Aufgaben in Rechenaufgaben zu verwandeln, die es von Natur aus nicht sind.

» Wie lassen sich Probleme systematisch 16sen? Entwurfsmuster!

»  Peano: Problem fiir n wird auf das Problem fiir n = 1 zuriickgefiihrt. Allgemeiner:
Problem der GroRe n wird auf Problem der Grofe n - 1 zuriickgefiihrt.

» Leibniz: Problem fiir n wird auf das Problem fiir n + 2 zuriickgefiihrt. Allgemeiner:
Problem der Grée n wird auf Probleme der GroRe n + 2 zurtickgefiihrt.

» Struktur: Problem fiir eine (Daten-) Struktur wird auf Probleme fiir Teilstrukturen
zuriickgefiihrt.

» Den Entwurfsmustern ist gemeinsam, dass sie Losungen fiir Probleme aus
Losungen fiir »kleinere« Probleme konstruieren.
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V Algorithmik

27. Algorithmisches Losen von Problemen Ralf Hinze

Sortieren

Allgemeiner Ansatz:

Um ein Problem zu 16sen, geniigt es zu zeigen, dass sich eine Losung fiir jede
Probleminstanz aus Losungen kleinerer Probleminstanzen konstruieren lasst. J

I¥° Es ist nicht notig, jede Probleminstanz von Grund auf zu losen.

¥ Stattdessen versuche, eine Probleminstanz auf kleinere Probleminstanzen zu
reduzieren.
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V Algorithmik

27. Algorithmisches Losen von Problemen Rel e

Pe ano Le]_b niz Sortieren
Sortieren durch
Einfiigen

Sortieren durch
Auswahlen

Sortieren durch

Mischen
Suchen

<]

E Endliche

b3} Abbildungen
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V Algorithmik

27. Sortieren

Ralf Hinze

Sortieren

Computer manufacturers of the 1960s estimated that more than 25% of the
running time on their computers was spent on sorting, when all their customers
were taken into account. In fact, there were many installations in which the task
of sorting was responsible for more than half of the computing time. From these
statistics we may conclude that either

(i) there are many important applications of sorting, or

(ii) many people sort when they shouldn’t, or
(iii) inefficient sorting algorithms have been in common use.
The real truth probably involves all three of these possibilities, but in any event
we can see that sorting is worthy of serious study, as a practical matter.

— Donald E. Knuth, TAOCP 3
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V Algorithmik

27. Beispiel: Spielkarten Relf Hinze

Sortieren
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V Algorithmik

Ralf Hinze

27. Beispiel: Spielkarten

Sortieren
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27. Beispiel: Musikstucke

» Gegeben:

» nach dem Kiinstler sortiert:

Kiinstler Titel | Lange | Genre | Popularitat
Yes | Siberian Khatru 8:57 rock 119
Beatles Helter Skelter 4:27 rock 147
Lorde Royals 3:10 pop 2677
Genesis | Supper’s Ready | 22:53 rock 298
Kraftwerk Autobahn | 22:30 pop 346
Kiinstler Titel | Lange | Genre | Popularitat
Beatles Helter Skelter 4:27 rock 147
Genesis | Supper’s Ready | 22:53 rock 298
Kraftwerk Autobahn | 22:30 pop 346
Lorde Royals 3:10 pop 2677

Yes | Siberian Khatru 8:57 rock 119

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren
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27. Beispiel: Musikstucke

» nach dem Genre sortiert (es gibt 12 mogliche Antworten, warum?):

Kinstler Titel | Lange | Genre | Popularitat
Lorde Royals 3:10 pop 2677
Kraftwerk Autobahn | 22:30 pop 346
Yes | Siberian Khatru 8:57 rock 119
Beatles Helter Skelter 4:27 rock 147
Genesis | Supper’s Ready | 22:53 rock 298

» nach dem Genre und dann nach der Popularitéit sortiert:
Kiinstler Titel | Lange | Genre | Popularitat
Lorde Royals 3:10 pop 2677
Kraftwerk Autobahn | 22:30 pop 346
Genesis | Supper’s Ready | 22:53 rock 298
Beatles Helter Skelter 4:27 rock 147
Yes | Siberian Khatru 8:57 rock 119

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren
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V Algorithmik

27. Sortieralgorithmen Ralf Hinze

Sortieren durch
Einfiigen

» Peano Entwurfsmuster: Problem der GroRe n wird auf Problem der GroRe n — 1
zuriickgefiihrt.
» Sortieren: die ProblemgroRe entspricht der Anzahl der zu sortierenden Elemente.
» Sortieren durch Einfiigen (»bridge player method«):
> Lege die erste Karte zur Seite,
» sortiere den restlichen Stapel,
> fiige die erste Karte in den sortierten Stapel ein.
» Fokussiert auf die Eingabe.
» Sortieren durch Auswdihlen:

» Wehle die kleinste Karte aus,
> sortiere den restlichen Stapel,
> lege die kleinste Karte auf den sortieren Stapel.

» Fokussiert auf die Ausgabe.
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V Algorithmik

27. Sortieren durch Einfligen —

Sortieren durch
Einfiigen

lege erste
_——>
Karte zur Seite

flige erste
Karte ein
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27. Sortieren durch Einfligen

Sortieren durch Einfiigen in F#:

// insertion-sort : (‘a —'a — bool) — (‘a list — 'a list)
let insertion-sort (<) =
let rec insert k = function
0 (k]
| x:xs — if k < xthen k: x:Xxs
else x: insert k xs
let rec sort = function

I -1l
| X :: xs — insert x (sort xs)
in sort

I=5° Wir abstrahieren von der Ordnungsrelation <. Beachte: < ist ein Parameter; statt
eines alphanumerischen Bezeichners (wie z.B. less-equal, der im Rumpf prafix
verwendet wird: less-equal k x) verwenden wir einen symbolischen Bezeichner (der im
Rumpf infix notiert wird: k < x).

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren durch
Einfiigen

rtieren durc
ihlen

Sortieren durc
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V Algorithmik

27. Sortieren durch Einfiigen: Korrektheit Rl iuze

unsortierte Eingabe sortierte Ausgabe

-— -

Zu zeigen:

Wenn xs sortiert ist, dann ist auch insert k xs sortiert. J
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V Algorithmik

27. Sortieren durch Einfligen: Laufzeit Rl iuze

Sortieren durch
Einfiigen

» Sortieren durch Einfiigen ist adaptiv: »vorsortierte« Eingaben werden schneller
verarbeitet.
» Der beste Fall: die Eingabe ist bereits aufsteigend sortiert.

> Einfiigen: lediglich ein Vergleich wird benétigt.
> Sortieren: benoétigt insgesamt n — 1 Vergleiche (optimal).

» Der schlechteste Fall: die Eingabe ist absteigend sortiert.

» Einfiigen: durchlduft die gesamte Liste und benétigt i — 1 Vergleiche.
> Sortieren: benétigt insgesamt Z::Ol i=n-(n-1)/2 Vergleiche.

» Kurz: die Laufzeit ist quadratisch.
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27. Sortieren durch Auswahlen

lege kleinste
_——>
Karte zur Seite

fiige kleinste
Karte hinzu

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren durch
Auswahlen
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27. Sortieren durch Auswéahlen
Sortieren durch Auswahlen in F#:

// selection-sort : ('a —'a — bool) — (‘a list — 'a list)
let selection-sort (<) =
let rec split-min = function
|[[] — None
| X :: x§ > Some (match split-min xs with
| None - (X, xs)
| Some (m,ys) — if x < m then (x, xs) else (m,x ::ys))
let rec sort xs =
match split-min xs with

| None -]
| Some (m,ys) - m: sort ys
in sort

4

Der Aufruf split-min xs gibt das kleinste Element von xs und die restliche Liste zurtick
(sofern ein kleinstes Element existiert).

3" Die Definition von sort folgt nicht dem Struktur Entwurfsmuster: ys ist im
Allgemeinen nicht die Restliste von xs.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren ¢
Einfiigen
Sortieren durch
Auswihlen
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448



V Algorithmik

27. Sortieren durch Auswéahlen: Korrektheit R

Sortieren

unsortierte Eingabe sortierte Ausgabe .

Einf

Sortieren durch
Auswihlen

Sortieren durch
Mischen

I Suchen

Endliche
l Abbildungen

}
i }
H H

Zu zeigen:
Wenn xs nicht leer ist, dann ist split-min xs = Some (a, ys), wobei a das kleinste
Element von xs ist und ys die restliche Liste. Anderenfalls ist split-min xs = None. J

449



V Algorithmik

27. Sortieren durch Auswahlen: Laufzeit e

Sortieren durch
Auswahlen

» Sortieren durch Auswihlen ist »vergesslich« (engl. oblivious): die Laufzeit hangt
nicht von den Eingabeelementen ab.
» Bester und schlechtester Fall:
» Auswahl: durchlduft die gesamte Liste und benotigt i — 1 Vergleiche (optimal,
warum?).
> Sortieren: benotigt insgesamt Z:‘:"Ol i=n-(n-1)/2 Vergleiche.

» Kurz: die Laufzeit ist quadratisch.
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V Algorithmik

Ralf Hinze

Writing programs needs genius to save the last order or the last millisecond.
It is great fun, but it is a young man’s game. You start it with great enthusiasm sl
when you first start programming, but after ten years you get a bit bored with it,
and then you turn to automatic-programming languages and use them because
they enable you to get to the heart of the problem that you want to do, instead
of having to concentrate on the mechanics of getting the program going as fast

as you possibly can, which is really nothing more than doing a sort of crossword
puzzle.

— Christopher Strachey
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27. Teile und Herrsche

» [eibniz: Problem der GroRe n wird auf Probleme der GroRe n =+ 2 zuriickgefiihrt.
» Sortieren durch Mischen: (engl. sorting by merging)
> Teile den Eingabestapel in zwei ungefahr gleich groRe Stapel,
» sortiere jeden der Teilstapel,
» »mische« die zwei sortierten Teilstapel.
» (Ein alternativer Ansatz ist Sortieren durch Austauschen:
» Wihle eine Pivotkarte aus und teile den Eingabestapel in kleinere und groRere Karten,
> sortiere jeden der Teilstapel,
> hinge die beiden sortierten Teilstapel aneinander.

» Auch bekannt unter dem Namen Quicksort.)

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren durch
Mischen
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V Algorithmik

Ralf Hinze

27. Sortieren durch Mischen

Sortieren durch

Mischen

teile in
zwei Stapel

Hsortiere beide Stapel
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27. Sortieren durch Mischen

Teilaufgabe: eine Liste halbieren.
Das Struktur Entwurfsmuster fithrt unmittelbar zum Ziel:

let rec unzip = function

] = ({LID
| x:: xs —> let (xs;,XS,) = unzip xs
(X XS5, X87)

Der Aufruf unzip xs teilt die Liste xs in die Liste der Elemente an geraden und die
Liste der Elemente an ungeraden Positionen.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren durch
Mischen
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V Algorithmik

27. Sortieren durch Mischen Ralf Hinge

Sortieren durch Mischen in F#:

Sortieren durch

let merge-sort (<) = ischen
let rec merge = function
I (L[], xs) | (xs,[]) = xs
| (x::xs,y:ys) —if x <y then x : merge (Xs,y :: ys)
else y: merge (x: Xs,ys)
let rec sort = function
I[] -]
| [x] - [x]
| xs — let (xs,,XS,) = unzip xs
merge (Sort Xs;, SOrt xs,)

in sort

5> merge verallgemeinert insert (A U B versus {a} U B).
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27. Teile und Herrsche: Laufzeit

» Leibniz Entwurfsmuster (teile und herrsche, divide et impera):
» Falln < 2: ad hoc.
» Fall n > 2: teile in Probleme der GroRen [n/2] und [n/2] auf.

ool

Basisfalle

®

AYDSIIAY

P> Wie tief ist der »Rekursionsbaum«? Mit anderen Worten, wie oft ldsst sich n
halbieren, bis wir 1 erhalten?

V Algorithmik

Ralf Hinze

Aus

Sortieren durch
Mischen
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27. Teile und Herrsche: Laufzeit

» Frage: wie oft lasst sich n halbieren, bis wir 1 erhalten?
» Antwort: der binidre Logarithmus von 7.

Ign =log,n
» Wachstum von Ig n:

n Ign
100 ~ 6,6
1.000 = 10,0
10.000 ~= 13,3
100.000 = 16,6
1.000.000 = 20,0

» Zur Erinnerung: 1g(ab) = lga + 1g b, zum Beispiel ist
1g 1.000.000 = 2 - 1g 1.000 = 20, 0.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren durch
Mischen
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V Algorithmik

27. Sortieren durch Mischen: Laufzeit R

Sortieren

Sortieren durch

» Die Laufzeit von unzip ist proportional zur EingabegroRe.

Sortieren durch

» Die Laufzeit von merge ist proportional zur AusgabegroRe. Mischen
Suchen
> Sortieren durch Mischen: die Laufzeit ergibt sich als Produkt der Rekursionstiefe B
(Ign) und des Aufwands pro Rekursionsebene (7). Bl
32

16

— N W 0o
el e e e

» Die Laufzeit von merge-sort betriagt entsprechend n Ig n.
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V Algorithmik

27. Sortieren durch Mischen: Laufzeit e

» Wachstum von 7 1g n: sotrn e
n lgn nlgn n?
100 =6,6 ~ 660 10.000
1.000 = 10,0 ~ 10.000 1.000.000
10.000 =~ 13,3 ~ 133.000 100.000.000
100.000 =~ 16,6 = 1.660.000 10.000.000.000
1.000.000 = 20,0 ~= 20.000.000 1.000.000.000.000

» Fiir hinreichend groRe n ist Sortieren durch Mischen wesentlich schneller als
Sortieren durch Einfiigen oder Auswéahlen.

459



27. Sortieren: Problemkomplexitat

» Sortieren durch Mischen hat eine Laufzeit von nlgn.
» Geht’s noch schneller? Konnen wir in linearer Zeit sortieren?

» Leider nein: jedes Sortierverfahren, das auf dem Vergleichen von Elementen
basiert, benotigt im schlechtesten Fall 7 log n Vergleiche.

» Damit ist merge-sort asymptotisch optimal.
» Die Komplexitdt des Sortierproblems ist 7 log n.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren durch
Mischen
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V Algorithmik

27. Sortieren: Problemkomplexitat Rl iuze

» Ein Entscheidungsbaum, um drei Elemente zu sortieren:

a, < a

<

> Sortieren durch
Mischen

» Eine Ausfithrung des korrespondieren Sortierprogramms entspricht einem Pfad
von der Wurzel zu einem Blatt, der sortierten Permutation der Eingabe.

» Ein Entscheidungsbaum, der n Elemente sortiert, muss notwendigerweise 7!
Blatter besitzen.
» Man kann zeigen, dass die Hohe des Baums ungefihr nlogn ist.
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27. Untere und obere Schranken

n? Algorithmus fiir P

obere

Grenzen
nlogn Algorithmus fiir P
Komplexitaitvon P~ algorithmisches |
Problem P
Beweis, dass n log n benotigt wird

untere

Grenzen

Beweis, dass n benotigt wird

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren durch
Mischen
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V Algorithmik

28. Knobelaufgabe #13 Ralf Hinze

Lisa Lista hat sich folgende Methode ausgedacht, um schrittweise einen Bindarbaum zu
konstruieren.

Suchen

let rec push (n:'a,t: Tree('a)): Tree('a) =
match t with
| Leaf — Node (Leaf, n, Leaf)
| Node (1,a,r) - Node (push (n,r),a,l)

5" Um zu verhindern, dass der Baum zu einem Strunk entartet, fiigt die Funktion
stets rechts ein, vertauscht aber in jedem Schritt den linken und den rechten
Teilbaum.

Helfen Sie Lisa bei der Analyse: Welche Form hat der Baum, wenn nacheinander die
Zahlen 1 bis n eingefiigt werden: push (1, push (2, ... (push (n, Leaf’))))? Wie sieht der
Baum fiir den Fall n = 2% — 1 aus?
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28. Suchen R

Mini Softwareprojekt: Verwaltung von Personaldaten eines Unternehmens.

Suchen

Der Personalstamm wird durch eine Liste von Eintragen des Typs Entry reprasentiert.

type Entry = { key : Nat; person : Person} J

5~ Jeder Eintrag besteht aus einer eindeutigen Personalnummer und den
eigentlichen Personendaten.

let team = [{key =7;  person=ralf  };
{key = 815; person = melanie};
{key = 4711; person = julia  };
{key = 4712; person = andres }]
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28. Suchen in einer Liste

Wiederkehrende Aufgabe: zu einer gegebenen Personalnummer die zugehorigen
Personendaten heraussuchen.

look-up (key : Nat, staff : List (Entry)) : Person

=" Was machen wir, wenn kein passender Eintrag existiert?

Idee: die beiden moglichen Resultate einer Suche, erfolglos und erfolgreich, mit einem
Datentyp darstellen. Zur Erinnerung:

type Option (‘a) = | None
| Some of 'a

Damit kénnen wir die Signatur von look-up verfeinern.

look-up (key : Nat, staff : List (Entry)) : Option (Person)

5~ Schlagt die Suche fehl, wird None zuriickgegeben, sonst Some p, wobei p die
gesuchte Person ist.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Listen
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28. Suchen in einer Liste

Mit dem Struktur Entwurfsmuster fir List erhalten wir:

let rec look-up (key : Nat, staff : List (Entry)) : Option (Person) =
match staff with

[ [] - ..

| entry :: entries — ... look-up (key, entries) ...

V Algorithmik

Ralf Hinze
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V Algorithmik

28. Suchen in einer Liste Ralf Hinge

» Rekursionsbasis: die Suche schligt fehl.

let rec look-up (key : Nat, staff : List (Entry)) : Option (Person) =
match staff with
[ [] — None
| entry :: entries — ... look-up (key, entries) ...

» Rekursionsschritt: Ist das Kopfelement die gesuchte Person? Anderenfalls
weitersuchen.

let rec look-up (key : Nat, staff : List (Entry)) : Option (Person) =
match staff with
] — None
| entry :: entries —
if key = entry.key then Some entry.person
else look-up (key, entries)
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V Algorithmik

28. Suchen in einer geordneten Liste Ralf Hinze

Die (erfolglose) Suche lasst sich etwas beschleunigen, wenn wir annehmen, dass die Suchlsten
Liste nach der Personalnummer geordnet ist.

Mit dem Struktur Entwurfsmuster fur List erhalten wir:

let rec look-up (key : Nat, staff : List (Entry)) : Option (Person) =
match staff with

1] -

| entry :: entries — ... look-up (key, entries) ...

Vorbedingung: staff ist nach der Personalnummer geordnet. Das Typsystem stellt
diese Eigenschaft nicht sicher, darum miissen wir uns kitmmern.
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V Algorithmik

28. Suchen in einer geordneten Liste Relf Hinze
» Rekursionsbasis: die Suche schligt fehl.

Listen

let rec look-up (key : Nat, staff : List (Entry)) : Option (Person) = S
match staff with S
[[] — None
| entry :: entries — ... look-up (key, entries) ...

Biniire Suche

» Rekursionsschritt: aus dem 2-Wege wird ein 3-Wege Vergleich.

let rec look-up (key : Nat, staff : List (Entry)) : Option (Person) =
match staff with
[ [] — None
| entry :: entries —
if key < entry.key then None
elif key = entry.key then Some entry.person
(* key > entry.key *) else look-up (key, entries)

I3 Die erfolgreiche Suche wird nicht beschleunigt; im Durchschnitt werden genauso
viele rekursive Aufrufe benotigt. 169



V Algorithmik

28. Binarbaume Ralf Hinze
I3~ Die Implementierung von look-up erinnert an die lineare Suche aus Teil IIL
Konnen wir die bindre Suche adaptieren?

Nein, nicht ohne den Geschwindigkeitsvorteil zu verlieren: im Gegensatz zur
Halbierung des Suchintervalls ist die Halbierung einer Liste aufwandig (wie
aufwandig?).

Bindre Suchbéume

Wenn wir schnell auf das mittlere Element zugreifen wollen, brauchen wir einen
anderen Containertyp.

type Tree('a) =
| Leaf
| Node of Tree('a) * 'a » Tree ('a)

» Leaf tritt an die Stelle von Nil;
» Node (I, x,r) tritt an die Stelle von Cons (x, xs) und reprasentiert
eine mindestens einelementige Folge, bestehend aus der »linken« Teilfolge I, dem

Element x und der »rechten« Teilfolge r.
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. . . V Algorithmik
28. Binarbaume Ralf Hinze
Die Folge 7 815 4711 4712 kann zum Beispiel durch

Node (Leaf,4712, Leaf)) R -

Node (Node (Leaf, 7, Node (Leaf, 815, Leaf)),4711, J s

reprasentiert werden (es gibt noch 13 andere Moglichkeiten).

Die Elemente von Tree heifen auch Bindrbdume; Baum wegen der hierarchischen
Struktur; bindr, da jeder nicht-leere Baum in zwei Teilbdaume verzweigt.

4711
7N\
77 4712

/s
/\

5~ Sind die Elemente von links nach rechts geordnet (siehe oben), so spricht man
weiterhin von einem Suchbaum.
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28. Suchen in einem Binarbaum e

Bindre Suchbaume

Mit dem Struktur Entwurfsmuster fir Tree erhalten wir: —

let rec look-up (key : Nat, staff : Tree (Entry)) : Option (Person) =
match staff with
| Leaf = oo
| Node (left, entry, right) —
... look-up (key, left) ... look-up (key, right) ...

5" Im Rekursionsschritt diirfen wir die Teillosungen fiir den linken und den rechten
Teilbaum verwenden.
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28. Suchen in einem Bindarbaum Ralf Hinge

» Rekursionsbasis: die Suche schligt fehl.

let rec look-up (key : Nat, staff : Tree (Entry)) : Option (Person) = Lf_ﬂ“,}‘w, |
match staff with F
| Leaf — None
| Node (left, entry, right) —

... look-up (key, left) ... look-up (key, right) ...

» Rekursionsschritt: der 3-Wege Vergleich bleibt erhalten.

let rec look-up (key : Nat, staff : Tree (Entry)) : Option (Person) =
match staff with
| Leaf — None
| Node (left, entry, right) —
if key < entry.key then look-up (key, left)
elif key = entry.key then Some entry.person
(* key > entry.key *) else look-up (key, right)
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V Algorithmik

28. Suchen in einem Binarbaum e

Welche Laufzeit hat die neue Version von look-up?

I=5° Das kommt auf die Form des Suchbaums an. Siire Suchbaume
» Ein Bindrbaum heilt ausgeglichen oder balanciert, wenn die Elemente links und
rechts jeweils »gleichmaRig« verteilt sind.
» Ein Bindrbaum heilt degeneriert, wenn einer der Teilbdume jeweils leer ist (der
Baum entspricht einer Liste).

Laufzeit von look-up:
P ausgeglichener Baum: logarithmische Laufzeit,
» degenerierter Baum: lineare Laufzeit.

Die Suche ist linear zur Héhe des Suchbaums.
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28. Schlag die Nachbarn! Ralf Hinze

>

v

Aufgabe:

Sie sind in der populdren Spielshow »Schlag die Nachbarn!« ins Finale gekommen Binire Suche
und miissen die letzte Aufgabe meistern. Ihnen wird eine nicht-leere Folge von

Schachteln prasentiert, die jeweils eine fiir Sie nicht sichtbare Zahl enthalten. Sie

miissen eine Schachtel finden, deren Zahl gréRer ist als die ihrer Nachbarn. Eine

Schachtel zu 6ffnen kostet 100€. Wenn Sie weniger Geld als Thre
Konkurrenten/Konkurrentinnen ausgeben, gewinnen Sie das Finale!

Zum Beispiel:

01 23456 78
[0[4]2]7[6[5[3]9[8]

Schachteln #1, #3, and #7 schlagen ihre Nachbarn.
Schachtel #7 enthalt die groRte Zahl.

|
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m Gibt es denn tatsdchlich immer eine Schachtel, die ihre Uit
v Nachbarn schlagt? J Ralf Hinze

NO — alle Schachteln enthalten die gleiche Zahl.

NYY74
co
[0[0[0[0[0[0]0]O]O]O] @

} u k Vielleicht ist mit »groRer« tatsachlich »groRer gleich« gemeint? J

Na ja, selbst dann nicht. S\
oo
[0]1[2]3[4[5[6[7]8]9] @

m Du meinst, die letzte Schachtel zahlt nicht, weil sie keinen J
<

rechten Nachbarn hat?

NYY74
Genau ;-). J @
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28. Schlag die Nachbarn: Spielregeln

Ralf Hinze

» Die mittlere Schachtel schligt ihre Nachbarn, wenn

Binére Suche

» Wir nehmen an, dass es am linken und am rechten Rand jeweils eine »virtuelle«
Schachtel gibt, die —oco enthalt.

» (Trick: so lassen sich Sonderfille vermeiden. Wenn wir spéter die Korrektheit
beweisen, lassen wir —1 als Hausnummer zu, obwohl —1 keine nattirliche Zahl ist.)
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28. Schlag die Nachbarn: lokale Maxima Ralf Hinze
» Einsicht: wir suchen ein lokales Maximum.

-1 0123 45
[~ ]of4[2][7]6]5

6 7 8 9 10
3[9[8]1]-»]

|

> Insgesamt gibt es drei lokale Maxima (und zwei lokale Minima).

Binére Suche
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28. Schlag die Nachbarn: Losungsideen Ralf Hinze

v

v

Naive Losung: wir o6ffnen alle Schachteln (globales Maximum).
Wir suchen aber lediglich ein lokales Maximum.

Binére Suche

Idee: binare Suche?

l < m < v
[ [--[?[af?[-] |

...nicht sehr informativ.

Idee: wir 6ffnen zwei benachbarte Schachteln, zum Beispiel die beiden mittleren
Schachteln:
Il < m m+1 < 7r

[ []al & [-] |

» wenn a < b, setzen wir die Suche im Intervall m + 1 ...+ fort;
» wenn a > b, setzen wir die Suche im Intervall [ ... m fort.

Finden wir so tasachlich ein lokales Maximum?
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28. Schlag die Nachbarn: Beispiel

» search (0,9): box 4 < box 5? Nein!

» search (0,4): box 2 < box 37 Ja!

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 10
box|-°| 0|4 |2|7]|6]5 9 —00
f <
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 10
box|-°| 0|4 |27 ]|6]5 9 —00
t < 1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 10
box|-| 0| 4|2 7|[6]5 9 —00

<

» search (3,4): box 3 < box 4?7 Nein!

» search (3,3): box 3 = 7 ist ein lokales Maximum.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Binére Suche
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28. Schlag die Nachbarn: Beispiel

> Bisheriges Wissen in blau; Test in rot.

MY

box 4 > box 5 box 2 < box 3
box 3 > box 4 box 2 < = box 4

V Algorithmik

Ralf Hinze

Listen
Suchlisten
Binire Suchbaume

Binére Suche
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28. Schlag die Nachbarn: Implementierung

Implementierung in Mini-F#:

let beat-your-neighbours (box : Nat — Nat)
(lower : Nat, upper : Nat) =
let rec search (I, u) =
if | =uthenu
else let m=(l+u) +2

if box m < box (m+ 1) then search (m+ 1, u)
else search (I, m)

search (lower, upper)

V Algorithmik

Ralf Hinze

B

hbiume

Binére Suche
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28. Schlag die Nachbarn: Korrektheit Ralf Hinze

Binére Suche

v

Wie konnen wir die Korrektheit von beat-your-neighbours zeigen?
» Die Problembeschreibung suggeriert die Spezifikation:

box (i—1) < boxi=>= box (i+1) wobei i=search (I, u) )

» Eine Spezifikation beschreibt, was eine Funktion leisten soll; im Unterschied zu
einer Implementierung, die genau festlegt, wie eine Funktion ihr Ergebnis
ermittelt.
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28. Schlag die Nachbarn: Korrektheit Ralf Hinze

» Spezifikation:

box (i-1) < box i = box (i+1) wobei i= search (I, u) J

» Das Programm erfiillt die Spezifikation nicht!

-1 0 1 2
[ [0[4]2

» Der Aufruf search (5,5) zum Beispiel ergibt 5; box 5 = 5 ist aber kein lokales
Maximum.
» Was liuft schief? Drei Moglichkeiten:

» das Programm ist falsch oder
» die Spezifikation ist falsch oder
> beide sind falsch.
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28. Schlag die Nachbarn: Korrektheit

Die Korrektheit von beat-your-neighbours hangt von einer Annahme ab.
» Vorbedingung: search erwartet, dass

box (I-1) < box1 A boxu= box (u+1)

V Algorithmik

Ralf Hinze

Lister
Suchlisten
Binire Suchbaume

Binére Suche

» Nachbedingung: search garantiert, dass

box (i-1) < box i = box (i+1) wobei i= search (I, u)

» Die Spezifikation hat die Form einer Implikation:

Vorbedingung = Nachbedingung

» Die Vorbedingung heift auch Invariante, da sie tiber rekursive Aufrufe hinweg
unverandert bleibt.
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V Algorithmik

28. Schlag die Nachbarn: Korrektheit Rel e

» Invariante in blau; Test in rot.

N

Invariante wird etabliert Invariante wird erhalten

N

Invariante wird erhalten Invariante impliziert das Ergebnis 486

Binire Suchbaume

Binére Suche

ziz




28. Schlag den Nachbarn: Korrektheit

Invariante von search (1, u):
box (I-1) < box1 A boxu = box (u+1)

» der initiale Aufruf search (lower, upper) etabliert die Invariante:

box (lower — 1) = —o0 < box lower
box upper > —co = box (upper + 1)

> die rekursiven Aufrufe search (m + 1, u) und search (1, m) erhalten die
Invariante: die Bedingungen

box m < box (m+1) A boxu = box (u+1)
box (I-1) < box1 A boxm = box (m+1)

folgen aus der Invariante und der Abfrage box m < box (m + 1).
» die Invariante impliziert die gewiinschte Nachbedingung:

box (i-1) < box i > box (i+1)

V Algorithmik

Ralf Hinze

Suchlisten
Binire Suchbaume

Binére Suche
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28. Schlag den Nachbarn: Korrektheit

Gut beobachtet Lisa!

Hmm, ist damit schon alles bewiesen? Miissen wir nicht auch
; e ¥ sicherstellen, dass nur Schachteln aus dem Intervall
= lower . . upper geoffnet werden?
[
(<)
NYY74
@ Und terminiert das Programm auch immer? J
Wenden wir uns zunichst einem alten Bekannten zu ... g&{

V Algorithmik

Ralf Hinze

Lister
Suchlisten
Binire Suchbaume

Binére Suche
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28. Binare Suche — da capo

Binéare Suche:

let binary-search (oracle : Nat — Bool)
(lower : Nat, upper : Nat) : Nat =
let rec search (I, u) =
if | =2 uthenu
else let m=(l+u) + 2
if oracle m then search (I, m)
else search (m+ 1, u)
search (lower, upper)

V Algorithmik

Ralf Hinze

Lister
Suchlisten
Binire Suchbaume

Binére Suche

Zur Erinnerung: das Orakel gibt zu einem gegebenen n Auskunft, ob die gesuchte
Zahl gleich oder kleiner als n ist.
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28. Partielle und totale Korrektheit

» Partielle Korrektheit: wenn das Programm terminiert, dann produziert es die

gewlinschte Ausgabe (fir alle zuldassigen Eingaben).

» Totale Korrektheit: das Programm terminiert und es produziert die gewiinschte

Ausgabe (fir alle zuldssigen Eingaben).

Charakterisierung

der zuldssigen
Eingaben

und ---->

——————— h \
Charakterisierung 0
der gewiinschten Ausgaben Terminierung:

dieser Punkt
wird erreicht

> totale Korrektheit = partielle Korrektheit und Terminierung

V Algorithmik

Ralf Hinze

Sortieren

Suchen

Listen

Suchlisten

Binéire Suchbéume
Bindre Suche

Endliche
Abbildungen
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28. Partielle Korrektheit der bindren Suche Ralf Hinze
» Wie konnen wir formalisieren, dass das Orakel nicht mogelt?

lower — 1 i-1 i upper Suchlisten

e Suchbéume
1 ooo 000 ! Bindre Suche
| rlte o

booo oo

» Zunichst gibt oracle immer false zuriick; ab dem gesuchten Index immer true.
Mit anderen Worten: oracle ist eine monotone Funktion.

» Vorbedingungen:

1. i<j = oraclei < oracle j
2. lower < upper

3. oracle (lower — 1) < oracle upper

» Nachbedingung:

oracle (i— 1) < oracle i wobei i = binary-search oracle (lower, upper) J
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V Algorithmik

28. Zwischenspiel: Ordnung auf Booleschen Werten Ralf Hinze

Die Booleschen Werte sind wie folgt angeordnet: Tite

Suchlisten
Binire Suchbaume

f alse < true J Biniire Suche

Wahrheitstafel fiir die Vergleichsoperationen:

a b as<b a<b a=b a<>b
false false true false true false
false true true true false true
true false false false false true
true true true false true false

I~ < ist die Implikation = (»ex falso quodlibet«). (Gibt es auch andere Namen fiir
die Vergleichsoperationen <, = und <>?)
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28. Partielle Korrektheit der bindren Suche

1. Invariante von search (1, u):
oracle (1-1) < oracle u

> der initiale Aufruf search (lower, upper) etabliert die Invariante:

oracle (lower - 1) < oracle upper

» die rekursiven Aufrufe search (m + 1, u) und search (I, m) erhalten die
Invariante: die Bedingungen

oracle m < oracle u
oracle (1-1) < oracle m

folgen aus der Invariante und der Abfrage oracle m.
» die Invariante impliziert das gewiinschte Ergebnis:

oracle (i-1) < oracle i

folgt aus I = i = u. Aber: Warum gilt I = u?

V Algorithmik

Ralf Hinze

Listen
Suchlisten
Binire Suchbéume

Binére Suche
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V Algorithmik

28. Partielle Korrektheit der binaren Suche S

Wir miissen zusatzlich garantieren, dass die Funktion oracle nur mit Werten aus
ihrem Definitionsbereich aufgerufen wird.

2. Invariante von search (1, u): st
lower <1 < u < upper

» der initiale Aufruf search (lower, upper) etabliert die Invariante.

> die rekursiven Aufrufe search (m + 1, u) und search (1, m) erhalten die
Invariante: die Bedingungen folgen aus

I<u = I<m<m+1<u J

mit m = (I + u) + 2. Zur Erinnerung: m = | (L + u)/2].
» die Invariante stellt sicher, dass oracle m definiert ist:

lower < m < upper J
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28. Terminierung der binaren Suche

Wir miissen zeigen, dass bei jedem rekursiven Aufruf die Argumente »echt kleiner«
werden.

I Die GroRe des Intervalls (I, u) ist u =~ I.

5" Um die Terminierung von search zu garantieren, miissen wir somit sicherstellen,
dass das Intervall (I, u) bei jedem rekursiven Aufruf echt kleiner wird:

u-(m+l)<u=-1 < l<m+1
m-—=1 <u-1 < m<u

Beide Bedingungen folgen aus der Eigenschaft des »Mittelwerts« m mit
m=|(l+u)/2].

l<u = I<m<m+1l<u

V Algorithmik

Ralf Hinze

Binére Suche
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V Algorithmik

28. Anforderungen und Garantien Ralf Hinze

Metapher: der/die Benutzer/in und die Bibliotheksfunktion binary-search gehen einen
Vertrag ein (engl. contract).

Binére Suche

Beobachtung:
» der/die Benutzer/in stellt Anforderungen an das Ergebnis von binary-search;
» und an die Argumente von oracle;
» die Funktion binary-search stellt Anforderungen an ihr Argument;
» und an die Ergebnisse von oracle.
Die Gegenseite muss die Anforderungen jeweils erfiillen bzw. garantieren.
I3 Allgemein: der/die Benutzer/in stellt Anforderungen an das Ergebnis; die
Gegenseite stellt Anforderungen an die Argumente. Fiir funktionale Argumente wie

oracle kehren sich Anforderungen (engl. requirements) und Garantien (engl.
guarantees) um.
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V Algorithmik
m Komisch: der Korrektheitsbeweis benutzt gar nicht, dass die . iH_'
O Funktion oracle nicht mogelt. ’

In der Tat! Wenn ein Beweis eine Annahme nicht verwendet, hat

das in der Regel zwei mogliche Ursachen: entweder der Beweis fu;}
ist schlicht und einfach falsch, oder das Theorem ist 76
tatsachlich allgemeiner als angenommen.

Binére Suche

NYY74
QZ Ich hab noch mal fix nachgerechnet: der Korrektheitsbeweis ist
/ wirklich korrekt ;-). J

mehrere Stellen i mit oracle (i - 1) < oracle i. Die binare Suche

Okay, wenn das Orakel mogelt, dann gibt es moglicherweise f,\
findet dann zumindest irgendeine dieser Stellen. J =

g}/ Unter der Annahme, dass oracle (lower — 1) < oracle upper. J
)

HeiRt das nicht, dass sich beat-your-neighbours auf m
binary-search zurickfithren lasst? ’ W)
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NYY74
@ Hmm, die Programme sind sich in der Tat ziemlich dhnlich: J

let rec search (I, u) =
if | 2 uthenu

let rec search (l,u) =
if |=uthenu

else else
let m=(1+u)+2 let m=(l+u)+2
if oracle m if box m < box (m+ 1)
then search (I, m) then search (m + 1, u)
else search (m+ 1, u) else search (I, m)

OK, die Tests I = uund I = u sind gleichwertig, da wir I < u
annehmen. Dann miissen wir noch die Zweige der zweiten
Fallunterscheidung vertauschen ...

[

NYY74
@ ...indem wir die Bedingung negieren. Funzt:

—

let beat-your-neighbours (box : Nat — Nat) =
binary-search (fun i — box i > box (i + 1))

V Algorithmik

Ralf Hinze

Binére Suche
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V Algorithmik

29. Knobelaufgabe #14 Ralf Hinze

Harry Hacker behauptet eine Funktion definiert zu haben, die einen Bindrbaum der
GroBe n in logarithmischer (!) Zeit konstruiert. Seine Funktion erfiillt die Eigenschaft -

size (create n) = n

wobei size wie folgt definiert ist:

let rec size = function
| Leaf -0
| Node (1,a,r) — sizel + 1 + size r

Genie oder Scharlatan?
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29. Mengen und endliche Abbildungen

Zuriuck zum Mini Softwareprojekt: Verwaltung von Personaldaten eines
Unternehmens.

Weitere typische Aufgaben:
» Personen zum Personalstamm hinzufiigen;
» Personen aus dem Personalstamm entfernen.

IZ” Wir realisieren im Prinzip eine endliche Abbildung von Personalnummern auf
Personendaten.

Ambitionierter: wir abstrahieren von unserer Anwendung und programmieren
endliche Abbildungen (wir internalisieren A —, B).

V Algorithmik

Ralf Hinze

Endliche
Abbildungen
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29. Abstrakte Datentypen

» Ein Typ mit einer zugehérigen Menge von Operationen heilt abstrakter Datentyp
(ADT).
» Zu einem abstrakten Datentyp gehort

» eine Schnittstelle (engl. interface), die die verfiigbaren Typen und Operationen
beschreibt (»was«), und

> cine oder mehrere Implementierungen, die die Typen und Operationen realisieren
(»wie«).

» Idee: Implementierungsdetails werden vor den Klienten verborgen.

» Vorteil: Implementierungen lassen sich einfach austauschen — ein Gewinn an
Modularitat.

» (Good SE practice: programming against an interface.)

» konkrete versus abstrakte Datentypen:

» ein konkreter Datentyp wird durch seine Elemente definiert;
» ein abstrakter Datentyp wird durch seine Operationen definiert.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Endliche
Abbildungen
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V Algorithmik

29. Abstrakter Datentyp: endliche Menge Ralf Hinze

Statt endlicher Abbildungen behandeln wir den konzeptionell etwas einfacheren ADT
»endliche Menge« — endliche Abbildungen im Skript.

Endliche
Abbildungen
Listen

Schnittstelle:

type Set (‘elem when 'elem : comparison)

val empty : Set (‘elem)

val add :'elem « Set (‘elem) — Set (‘elem)
val remove :'elem * Set (‘elem) — Set (‘elem)
val is-empty : Set (‘elem) — Bool

val contains : ‘elem * Set (‘elem) — Bool

val from-list : List ('elem) — Set ('elem)

val to-list  : Set (‘elem) — List (‘elem)

I~ Mengen sind wie Listen Containertypen; der Zusatz when ‘elem : comparison
schrankt den Elementtyp auf Typen ein, die die Vergleichsoperationen <, < etc
unterstutzen.

Mathematikbrille: @, {a} U A, A\ {a}, A=g,a € A.
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. V Algorithmik
29. Abstrakte Datentypen: Operationen Relf Hinze
Plausibilitditspriifung: ein ADT sollte Operationen bereitstellen
> um Elemente des ADTSs zu konstruieren; o
» um Elemente des ADTs in andere Elemente zu transformieren; Abbildungen
» um Elemente des ADTs zu analysieren. sucsten

Unit

add (a,-) remove (a, -)

contains is-empty

Bool Bool
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29. Boom Hierarchie

>

Mengen, Multimengen (engl. bags) und Listen sind Containertypen (engl.
container types, collection types).

Eine Menge ist eine ungeordnete Sammlung von Elementen; auch spielt die
Multiplizitat von Elementen keine Rolle.

Eine Multimenge ist eine ungeordnete Sammlung von Elementen.

Eine Liste ist eine geordnete Sammlung von Elementen.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Endliche
Abbildungen
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V Algorithmik

29. Boom Hierarchie e

> Die Mengen {b;0; m}, {m;o0;b} und {b;o0;0; m} sind gleich.
» Die Multimengen (b;o0;m{ und (m; o; b{ sind gleich; die Multimengen ]b; 0; m P
und ] b; 0; 0;m| sind verschieden.
» Die Listen [b; 0;m], [m;0;b] und [b;0; 0;m] sind alle verschieden.
» ACI Eigenschaften:
» assoziativ: (a +b) +c=a+ (b +c);
» kommutativ: a + b = b + a (Reihenfolge spielt keine Rolle);
» idempotent: a + a = a (Multiplizitat spielt keine Rolle).

» Mengen-, Multimengen- und Listenoperationen unterscheiden sich in den
Gesetzen, die sie erfillen:

A C I

Mengenvereinigung U ja  ja ja
Multimengenvereinigung & ja  ja nein
Listenkonkatenation @ ja nein nein
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29. Endliche Mengen: Implementierung — Listen

Implementierung 1: wir reprasentieren endliche Mengen durch ungeordnete Listen,
die moglicherweise Duplikate enthalten.

Der Containertyp Set wird durch einen Variantentyp mit einer einzigen Varianten
implementiert (siehe auch Folie 318).

type Set (‘elem when ‘elem : comparison) =
| Rep of List (‘elem)

let empty = Rep [ ]
let add (key, Rep list) = Rep (key :: list)

I3~ Der Konstruktor Rep tiberfiihrt die Reprasentation einer Menge, eine Liste, in den
abstrakten Typ der Menge.

V Algorithmik

Ralf Hinze
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V Algorithmik

29. Endliche Mengen: Implementierung — Listen Rl iuze

let remove (key, Rep list) =
let rec del = function
1] -]
| x::xs — if key = x then del xs else x :: del xs
in Rep (del list)

I Das zu loschende Element kann mehrfach vorkommen; wir miissen alle
Vorkommen entfernen.
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V Algorithmik

29. Endliche Mengen: Implementierung — Listen Rl iuze

let is-empty (Rep list) = List.is-empty list

let contains (key, Rep list) =
let rec find = function
I[] - false
| x::xs - key = x || find xs
in find list

let from-list list = Rep list

let to-list (Rep list) = list
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29. Endliche Mengen: Implementierung—Suchlisten

Implementierung 2: wir reprasentieren endliche Mengen durch aufsteigend geordnete
Listen, die keine Duplikate enthalten.

Kurz: durch Suchlisten (das ist kein etablierter Begriff).

type Set (‘elem when "elem : comparison) =
| Rep of List (‘elem)
let empty = Rep [ ]
let add (key, Rep list) =
let rec ins = function
I[] - [key]
| x:xs > if key<x thenkey:Xx:Xs
elif key = x then key :: xs
(* key > x *) else x:insxs
in Rep (ins list)

5~ Beim Einfiigen wird ein bereits vorhandenes Element »iiberschrieben.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Listen

Suchlisten
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29. Endliche Mengen: Implementierung—Suchlisten

let remove (key, Rep list) =
let rec del = function
Il -]
| x::xs > if key <x thenx:Xxs
elif key = x then xs
(* key > x *) else x: del xs
in Rep (del list)

I3~ Es muss hochstens ein Element entfernt werden, da die Listen keine Duplikate
enthalten.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Listen
Suchlisten
Binire Suchbaume

Wechsel der

Repréisentation
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V Algorithmik

29. Endliche Mengen: Implementierung—Suchlisten Ralf Hinze

Listen

Suchlisten

let is-empty (Rep list) = List.is-empty list o———

let contains (key, Rep list) = Reprasentation
let rec find = function
I[] - false
| x::xs — key = x | | key > x && find xs
in find list
let from-list list = Rep (List.distinct (List.sort list))
let to-list (Rep list) = list
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V Algorithmik

29. Endliche Mengen: Implementierung—Suchbaume Relf Hinze

Implementierung 3: wir reprasentieren endliche Mengen durch bindre Suchbdaume, die
keine Duplikate enthalten. Listen

type Tree('a) = L‘ilfﬁr}'i \uli,‘ u
| Leaf
| Node of Tree('a) * 'a  Tree ('a)

Schauen wir uns Bindrbaume und binadre Suchbdume noch einmal in Ruhe an ...
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V Algorithmik

29. Binarbaume e

» Der Rekursionsbaum der bindren Suche ist ein Bindrbaum.
» Idee: eine Kontrollstruktur wird zu einer Datenstruktur, so dass das Leibiz e

Entwurfsmuster zum Struktur Entwurfsmuster wird. Binare Suchbaume

echsel der
Représentation
O (4) (9)
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29. Binarbaume: Definition

» Ein bindrer Baum ist entweder
» leer oder

» ein Knoten, der aus einem linken Baum, einem Element und einem rechten Baum

besteht.

€ oder g

t

u

» Leere Biaume heifen auch Bldtter.
» Der linke und der rechte Baum sind Teilbdume.

V Algorithmik

Ralf Hinze

ister

Suchlisten

Binire Suchbaume
hsel der
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V Algorithmik

29. Binarbaume: Begriffe Rl iuze

» In der Informatik wachsen Baume typischerweise von oben nach unten; Baume
werden mit der Wurzel nach oben gezeichnet.

< ®» @ @

€ € € € € €

Binire Suchbaume

» Der Knoten c ist die Wurzel; die leeren Teilbaume sind die Bldtter.
» Alle Knoten, mit Ausnahme der Wurzel, haben einen Vorgdnger.
» d’s Vorginger ist f; f’s Vorgénger ist c.

» Knoten konnen Kinder haben.

» £ hat die Kinder d und g; d hat keine Kinder; a hat ein Kind.

» aund f sind Geschwister; d und g sind Geschwister.
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29. Bindre Suchbidume

» Ein bindrer Suchbaum ist ein bindrer Baum, so dass
» der linke Teilbaum jedes Knotens nur Elemente enthalt, die gleich oder kleiner sind
als das Element in dem Knoten selbst;
> der rechte Teilbaum jedes Knotens nur Elemente enthélt, die gleich oder groRer sind
als das Element in dem Knoten selbst.

V Algorithmik

Ralf Hinze

ister

Suchlisten

Binire Suchbaume
hsel der
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29. Binare Suchbdume: Beispiel

» Unser laufendes Beispiel ist ein bindrer Suchbaum:

€ €

S J—

» Wenn wir die Elemente auf eine horizontale Linie projizieren, dann erhalten wir
eine aufsteigend geordnete Sequenz.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Listen
Suchlisten
Binare Suchbaume

Wechsel der
Repréisentation

517



V Algorithmik

29. Binare Suchbaume: Suche N

» Suchen eines Elements in einem biniren Suchbaum mit einem 3-Wege Vergleich:

Listen

Suchlisten
EEE — false Bindre Suchbaume
Wechsel der
Reprasentation
X €
x €l x<a xX>a X EeEr
< —
l ¥
ﬂa "
true
y

» Das Wurzelelement dient als Wegweiser.
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29. Bindre Suchbdume: Suche

Der 3-Wege Vergleich wird mit einer geschachtelten Fallunterscheidung realisiert:

let contains key = function
| Leaf — false
| Node (I,x,¥) — if key <x then contains key 1
elif key = x then true
(* key > x *) else contains key r

I3~ contains ist die Mutter aller Algorithmen auf Suchbaumen.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Binire Suchbaume
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29. Binare Suchbdume: Einfiligen

Das Einfiigen verwendet das gleiche Rekursionsmuster wie das Suchen.

{x}vue — g
€ €
© L L @
x<a xX>a
== ==
l r l

{x} U1 ¥ r U {x}

V Algorithmik

Ralf Hinze
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29. Binare Suchbdume: Einfligen — Beispiel

» Wir fiigen e ein:

V Algorithmik

Ralf Hinze

Listen
Suchlisten

Binare Suchbaume

» Das neue Flement e ersetzt einen leeren Teilbaum.
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29. Binare Suchbdume: Einfiligen

let rec insert key = function
| Leaf — Node (Leaf, key, Leaf)
| Node (1,x,¥) — if key <x then Node (insert key 1,x,r)
elif key = x then Node (1, key, r)
(* key > x *) else Node (1, x, insert key r)

V Algorithmik

Ralf Hinze
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29. Einfiigen — »sharing«

» Die Knoten entlang des Suchpfades werden neu angelegt.

<@ @ @ (4)
€ € € € € € e

V Algorithmik

Ralf Hinze

ister
hlisten

Binire Suchbaume
el der

» Die Teilbdume, die nicht traversiert werden, werden »geteilt«:

> sie sind sowohl Teilbdume im urspriinglichen Baum (Eingabe)
> als auch im erweiterten Baum (Ausgabe).

» (im Englischen spricht man von »sharing«)
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V Algorithmik

29. Endliche Mengen: Implementierung—Suchbaume
Zur Erinnerung:

Ralf Hinze

Sortieren

Suchen

type Tree('a) = Abbildumgen
| Leaf |

Listen

ode of Tree('a) = 'a = Tree('a
IN d f T ¢ 1 T 4 Suchliste

Binare Suchbaume

Implementierung der Schnittstelle:

type Set (‘elem when 'elem : comparison) =
| Rep of Tree ('elem)
let empty = Rep Leaf
let add (key, Rep tree) =
let rec ins = function
| Leaf — Node (Leaf, key, Leaf)
| Node (1,x,v) - if key <x then Node (ins I, x,r)
elif key = x then Node (I, key,r)

(* key > x *) else Node (1, x,ins r)
in Rep (ins tree)
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29. Endliche Mengen: Implementierung—Suchbaume

let is-empty (Rep tree) =
match tree with
| Leaf - true
| Node (—, _, ) — false
let contains (key, Rep tree) =
let rec find = function
| Leaf — false
| Node (I,x,¥) — if key <x then find |
elif key = x then true
(* key > x *) else findr
in find tree

let from-list list = Rep (balanced-tree (List.distinct (List.sort list)))
let to-list (Rep tree) = inorder tree

I Loschen von Elementen zur Ubung (siehe auch Skript).

5> balanced-tree und inorder gehen wir als nachstes an ...

V Algorithmik

Ralf Hinze

Listen
Suchlisten
Binare Suchbaume

Wechsel der

Repréisentation
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29. Wechsel der Reprasentation

Wir haben drei Implementierungen des ADTs »endliche Menge« kennengelernt: Listen,
Suchlisten und Suchbdaume. Qual der Wahl?

Wunsch: die verschiedenen Reprasentationen einer Menge ineinander zu iiberfithren
(zu konvertieren).

morder

Suchhsten Suchbaums
LlSten o
_—
sort > distinct balanced tree

Als nachstes beschiftigen wir uns mit der Konstruktion und der Linearisierung von
Bindrbaumen.

¥ Lasst sich ein Suchbaum in linearer Zeit konstruieren?

V Algorithmik

Ralf Hinze

Wechsel der
Repréisentation

526



29. Konstruktion eines Binarbaums

Aufgabe: Konstruktion eines balancierten Suchbaums aus einer geordneten Liste.

Idee: wir orientieren uns an der Struktur eines Suchbaums:
» Rekursionsbasis: Ist die Liste leer, so geben wir den leeren Suchbaum zuriick.

» Rekursionsschritt: Eine mindestens einelementige Liste teilen wir in drei Teile
auf, den linken Teil, das Wurzelelement und den rechten Teil. Um die
Ausgeglichenheit des Suchbaums zu gewahrleisten, miissen die beiden Teillisten
moglichst gleich lang sein.

» Teilaufgabe: Halbieren einer Liste.

V Algorithmik

Ralf Hinze

Wechsel der
Repréisentation

527



V Algorithmik

29. Halbierung einer Liste Rl iuze

Spezifikation: wir suchen eine Umkehrfunktion der Listenkonkatenation.

X@y=z wobei (x,y)=halvez J .

Suchlisten

Suchbaume

‘Wechsel der

5~ Die Funktion unzip lasst sich somit nicht verwenden. Restheanttion

Mit dem Struktur Entwurfsmuster fiir List erhalten wir:

let rec halve (list : List ('a)) : List (‘a) = List (‘a) =
match list with

It -

| x::xs - ... halve xs ...
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V Algorithmik

29. Halbierung einer Liste Rl iuze

» Rekursionsbasis:

let rec halve (list : List (‘a)) : List ('a) » List (‘a) =
match list with e

I = (LD

Wechsel der

| x::xs - ... halve xs ... B

» Rekursionsschritt: Wie konnen wir aus der halbierten Restliste eine halbierte
Liste konstruieren?

let rec halve (list : List (‘'a)) : List (‘a) = List (‘a) =
match list with

It = (LD

| x::xs — let (xs;,xS,) = halve xs in ...

Das Kopfelement x muss vor xs; gesetzt werden; eventuell muss das letzte
Element von xs; zu xs, verschoben werden.
I=5° Machbar, aber langsam!
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V Algorithmik

29. Aufteilung einer Liste Ralf Hinze

Wir verallgemeinern die Aufgabe: eine Liste list wird in zwei Teillisten der Langen n
und len — n zerteilt, wobei len die Lange der Liste list ist.

5~ Halbierung ist dann ein Spezialfall mit n = len + 2. ;
Wechsel der
Représentation

Jetzt kommt das Peano Entwurfsmuster zum Einsatz.

let rec split (n: Nat, list : List (‘a)) : List (‘a) = List ('a) =
if n=0 then...
else ...split (n~1,...) ...
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29. Aufteilung einer Liste

» Rekursionsbasis: die erste Teilliste ist leer.

let rec split (n: Nat, list : List ('a)) : List ('a) » List (‘a) =
if n=0 then ([ ], list)
else ...split (n=1,...)...

» Rekursionsschritt: Wir machen zusitzlich eine Fallunterscheidung iiber das
Listenargument.

let rec split (n: Nat, list : List ('a)) : List (‘a) » List {'a) =
ifn=0
then ([ ], list)
else match list with
I - {LID
| x::xs > let (xs1,XS,) = split (n = 1, xs)
(x: XS, XS)

V Algorithmik

Ralf Hinze

‘Wechsel der
Représentation
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29. Konstruktion eines Binarbaums

Zurtick zur urspriinglichen Aufgabe: der Konstruktion eines balancierten Suchbaums
aus einer geordneten Liste.

Wir verwenden das verallgemeinerte Leibniz Entwurfsmuster — wir »kampfen« gegen
die Struktur von Listen an.

let rec balanced-tree (list : List ('a)) : Tree ('a) =
let n = length list
if n=0 then Leaf
else let (xs;,x:xs,) = split (n + 2, list)
Node (balanced-tree xs,, x, balanced-tree Xxs,)

5" Der Abgleich mit dem Muster (xs;, X :: X§,) kann nicht scheitern. (Warum?)

V Algorithmik

Ralf Hinze

Wechsel der
Représentation
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29. Konstruktion eines Binarbaums

5> Welche Laufzeit hat balanced-tree?

Rekursive Aufrufstruktur von balanced-tree in Abhéangigkeit von der Listenldange:

/N /N
n-+—4 n-+—4 n-+—4 n-—=+4

Abschdtzung:
» Hohe des Rekursionsbaumes: 1g 7.
» Laufzeit pro Rekursionsebene: linear.
> Gesamtlaufzeit: nlgn.

I=3° Lasst sich die Laufzeit verbessern?

V Algorithmik

Ralf Hinze

Wechsel der
Représentation
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29. Linearisierung eines Bindarbaums

Aufgabe: Uberfithrung eines Bindrbaums in eine Liste — ein Suchbaum soll dabei auf
eine geordnete Liste abgebildet werden.

Das Struktur Entwurfsmuster fiir Tree fiithrt fast direkt zum Ziel.

let rec inorder (tree: Tree ('a)): List (‘a) =
match tree with
| Leaf - ...
| Node (left, x, right) — ... inorder left ... inorder right ...

IZ5° Zur Erinnerung: Im Rekursionsschritt diirfen wir die Teillosungen fiir den linken
und den rechten Teilbaum verwenden.

V Algorithmik
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V Algorithmik

29. Linearisierung eines Bindarbaums Ralf Finze

» Rekursionsbasis: der leere Baum wird zur leeren Liste.

let rec inorder (tree: Tree('a)): List (‘a) =
match tree with B
| Leaf -] Reprsenttion
| Node (left, x, right) — ... inorder left ... inorder right ...

» Rekursionsschritt. wir miissen zwei Listen aneinanderhingen.

let rec inorder (tree: Tree ('a)): List ('a) =
match tree with
| Leaf - 1]
| Node (left, x, right) — inorder left @ x :: inorder right

2" Die relative Reihenfolge der Elemente bleibt erhalten. Wegen der Position des
Wurzelelements heilft die Funktion inorder.
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29. Linearisierung eines Binarbaums: Laufzeit

» Wie schnell ist die Funktion inorder?

» Das hingt wie so oft von der Form des Bindrbaums ab.

» Zunichst: wie schnell ist die Listenkonkatenation @?

» Die Funktion @ rekurriert iiber das erste Argument, die Laufzeit ist also
proportional zur Lange der ersten Liste.

» Zuriick zu inorder:

» Wenn der linke Teilbaum immer leer ist; lineare Laufzeit.

» Ist der rechte Teilbaum immer leer, dann werden nacheinander Listen der Langen 1,
2,..,n-2,n-1durchlaufen. Insgesamt: 1 +2+--+n-2+n-1=(n-1)-n/2
Schritte, also eine quadratische Laufzeit.

V Algorithmik

Ralf Hinze
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V Algorithmik

29. Linearisierung eines Binarbaums: Laufzeit Ralf Finze

Die Laufzeit von inorder ist vielleicht unerwartet, auf jeden Fall ist sie
unbefriedigend. Die folgende Tabelle zeigt warum.

Ign n nlgn n? el der
~7 100 ~ 700 10.000
~ 10 1.000 ~ 10.000 1.000.000
~ 14 10.000 ~ 140.000 100.000.000

=17 100.000 ~ 1.700.000 10.000.000.000
~ 20 1.000.000 = 20.000.000 1.000.000.000.000

[=° Um zum Beispiel einen Baum mit zehntausend Elementen zu linearisieren —
Bdume dieser GroRenordnung sind nicht ungewohnlich —, werden hundertmillionen
Schritte benotigt.
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29. Linearisierung eines Bindarbaums

Wie konnen wir inorder verbessern?

Idee: wir verallgemeinern die Aufgabenstellung und programmieren eine Funktion,
die gleichzeitig linearisiert und konkateniert.

Spezifikation:

inorder-append (tree, list) = inorder tree @ list

V Algorithmik

Ralf Hinze
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Représentation
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V Algorithmik

29. Linearisierung eines Binarbaums Ralf Hinze

Listen

Suchlisten

Mit dem Struktur Entwurfsmuster fur 7Tree erhalten wir: Binire Suchbaume
‘Wechsel der
Représentation

let rec inorder-append (tree: Tree ('a), list : List (‘a)) : List (‘a) =
match tree with
| Leaf - ...
| Node (left, x, right) —
... inorder-append (left, ...) ... inorder-append (right, ...) ...
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V Algorithmik

29. Linearisierung eines Binarbaums Ralf Hinze

» Rekursionsbasis: die Liste wird zuriickgegeben.

let rec inorder-append (tree: Tree (‘a), list : List (‘a)) : List ('a) = b

match tree with —————
. ‘Wechsel der

| Leaf — llSt Reprisentation

| Node (left, x, right) —

... inorder-append (left, ...) ... inorder-append (right, ...) ...

» Rekursionsschritt: wir mussen die rekursiven Aufrufe nur ineinander schachteln.

let rec inorder-append (tree: Tree ('a), list : List ('a)) : List (‘a) =
match tree with
| Leaf — list
| Node (left, x, right) —
inorder-append (left, x :: inorder-append (right, list))

540



29. Programmiertechnik: Rekursionsparadoxon

Fazit: Ein schwierigeres Problem muss nicht schwieriger zu l6sen sein.

Die Ursache fiir diese scheinbar paradoxe Tatsache liegt in der Rekursion begriindet:
im Rekursionsschritt konnen wir auf Teillosungen zurtickgreifen; die rekursiven
Aufrufe 16sen aber bereits schwierigere Teilprobleme, so dass der Schritt zur
Gesamtlosung oft einfacher ist.

Im Fall von inorder-append zum Beispiel erledigt der rekursive Aufruf zusatzlich das
Aneinanderhangen der Teillisten.

(Beim Beweisen verwendet man dhnliche Techniken: Verstarkung der Induktion; auch
bekannt unter dem Namen »Inventor’s paradox.)

V Algorithmik
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29. Ubersicht — Laufzeit

Liste Suchliste Suchbaum
empty konstant konstant konstant
add konstant linear linear zur Hohe
remove linear linear linear zur Hohe
is-empty konstant konstant konstant
contains linear linear linear zur Hohe
from-list konstant linear-logarithmisch linear-logarithmisch
to-list konstant konstant linear

" Die Hohe eines Bindrbaums ist im schlechtesten Fall linear zur GroRe!

V Algorithmik
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29. Zusammenfassung

Wir haben

>

>
>
>
>
>
>

verschiedene Sortieralgorithmen kennengelernt (unter anderem Sortieren durch
Mischen),

mit Rekursionsbaumen die Laufzeit von Programmen abgeschatzt,

elementare Suchstrukturen kennengelernt (unter anderem binare Suchbaume),
Vorbedingungen, Nachbedingungen und Invarianten eingefiihrt,

zwischen partieller und totaler Korrektheit unterschieden,

die Korrektheit der bindren Suche bewiesen,

gesehen, dass schwierigere Probleme manchmal einfacher zu 16sen sind:
Rekursionsparadoxon.
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VI Grammatiken

Ralf Hinze

Teil VI

Grammatiken
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VI Grammatiken

29. Knobelaufgabe #15 Ralf Hinze

Ist es moglich, ein nicht-rekursives Programm zu schreiben, das nicht terminiert?

Nicht-rekursiv bedeutet, dass in dem Programm keine rekursiven
Funktionsdefinitionen

letrecf (x;:t)):t, =...f ... J

verwendet werden diirfen.
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29. Gliederung

@ Regulire Ausdriicke
@ Scanner
@ Kontextfreie Ausdriicke

@ Parser*

VI Grammatiken

Ralf Hinze
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29. Lernziele

Nach Durcharbeitung dieses Kapitels sollten Sie

>

>
>
>
>
>
>

den Unterschied zwischen konkreter und abstrakter Syntax verstanden haben,
Syntax und Semantik reguldrer Ausdriicke kennen,

aus einem reguldren Ausdruck einen Akzeptor konstruieren konnen,

den Unterschied zwischen Interpreter und Ubersetzer verstanden haben,
Syntax und Semantik kontextfreier Ausdriicke kennen,

(aus einem kontextfreien Ausdruck einen Parser konstruieren kénnen,)
Moglichkeiten und Grenzen der Sprachfamilien kennen.

VI Grammatiken

Ralf Hinze
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VI Grammatiken

29. Uberblick el i

Dieses Kapitel erzahlt eine der groRen Erfolgsgeschichten der Informatik: die
automatische Umsetzung einer deskriptiven Beschreibung (»was«) in ein ausfithrbares
Programm (»wie«).

Wir fiihren Formalismen ein, mit denen man die konkrete Syntax einer
Programmiersprache beschreiben kann:

» die lexikalische Syntax und
> die kontextfreie Syntax.
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VI Grammatiken

29. Wiederholung: Lexikalische Syntax Ralf Hinze

Betrachten wir ein einfaches Beispielprogramm:

4711* (all (* speed *) + 815 ) J

Mikroskopisch gesehen besteht das Programm aus einer Folge von Zeichen:
» der Ziffer 4,
» gefolgt von der Ziffer 7,
» gefolgt von der Ziffer 1,
» gefolgt von der Ziffer 1,
» gefolgt von einem Asteriskus *,
» gefolgt von einem Leerzeichen usw.
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VI Grammatiken

29. Wiederholung: Lexeme Ralf Hinze

Als menschlicher Leser sind wir gewohnt — bzw. durch jahrelanges Training geschult
— mehrere Zeichen zu einer Einheit zusammenzufassen.

4711 || (|a11|+|815]) J

I3 Nicht alle Zeichen sind fiir den Rechner gedacht: (* speed *) ist ein
Kommentar, der sich an den menschlichen Leser richtet.

In der lexikalischen Syntax einer Programmiersprache wird festgelegt, wie Zeichen zu
groReren Einheiten, sogenannten Lexemen (engl. tokens), zusammengefasst werden. J
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VI Grammatiken

29. Wiederholung: Kontextfreie Syntax Ralf Hinze

Nicht alle Folgen von Lexemen stellen ein giiltiges Programm dar:

) * 4711 815 + ( all J

umfasst die gleichen Lexeme, ist aber kein Mini-F# Programm.

In der kontextfreien Syntax einer Programmiersprache wird festgelegt, welche Folgen
von Lexemen gultige Programme sind und welche nicht. J

Die lexikalische und die kontextfreie Syntax bilden zusammen die konkrete Syntax
einer Programmiersprache. J

552



VI Grammatiken

30. Lexeme in Mini-F# e

Motivation

» Numerale: ein Numeral in Mini-F# besteht aus einer nicht-leeren Folge von
Dezimalziffern.

» Bezeichner: ein Bezeichner in Mini-F# beginnt mit einem Buchstaben, gefolgt von
weiteren Buchstaben, Ziffern und Sonderzeichen, wie einem Unterstrich oder
einem Apostroph.

I=5° Wie konnen wir den Aufbau von Numeralen und Bezeichnern prazise
beschreiben?

[=¥° Wir miissen uns eine Sprache ausdenken — eine Sprache, um Sprachen zu
beschreiben.
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VI Grammatiken

30. Begriffe Ralf Hinze

Motivation

> Ein Alphabet A ist eine Menge von Zeichen.
Beispiele:

> {a,b},

> {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,(,), % +},

> ASCI-Alphabet,

> Menge aller Mini-F#-Lexeme.
» Eine Sprache ist eine Teilmenge von A*, der Menge der Sequenzen iiber A.
» Statt von Sequenzen spricht man auch von Wortern.

> Die Menge aller Sprachen ist 2(A*).
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VI Grammatiken

3 O . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Motivation

Eine Sprache ist eine Menge von Wértern; auf Wortern haben wir bereits einige
Operationen eingefiihrt.

» das leere Wort: ¢,
» die Konkatenation von Wortern: w; - w,,
» die n-fache Wiederholung: w™.

I=¥° Verallgemeinern wir w" zu einer beliebigen Wiederholung w*, so konnen wir
Numerale beschreiben:

digit - digit” J

I digit steht fir die Sprache der Ziffern. Lies: ein Numeral ist eine Ziffer gefolgt von
einer beliebigen Folge von Ziffern.
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VI Grammatiken

3 O . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Wie konnen wir digit beschreiben? Eine Ziffer ist entweder 0, oder 1, oder .... Erfinden o
wir eine Notation fiir die Alternative, ‘1’, dann ist e

O1r11r21314:1516171819 J emantik

die gesuchte Definition von digit.

Die lexikalische Syntax von Bezeichnern lasst sich auf dhnliche Art und Weise
festlegen:

letter - (letter 1 digit 1 _ 1 ')* J

wobei letter durcha 1 --- 1 z 1 A | --- | Z gegeben ist.
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VI Grammatiken

3 O . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Motivation

Jetzt konnen wir unser Routineprogramm abspulen!

Wir definieren die
» die abstrakte Syntax der Sprachbeschreibungssprache und
» die Semantik der Sprachbeschreibungssprache.
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Mir schwirrt der Kopf, eine Sprachbeschreibungssprache! Vi Grammatiken

NYY74 . . . . . ’ ;
qz Drehen wir uns da nicht im Kreis? Ich meine, wir wollen doch falf tinze
/ die konkrete Syntax von Mini-F# festlegen und jetzt miissen wir
zuerst die Syntax der Sprachbeschreibungssprache festlegen. Morivation
Aber, welche Alternativen gibt es? Willst Du die konkrete f"\
Syntax umgangssprachlich festlegen? J V)
NYY74
@ Ist mir schon bewusst, dass das keine gute Idee ist. )
Wenn Du einen Formalismus verwendest, muss doch klar sein, f"\
was erlaubt ist und was gemeint ist. J O

Die Griinde liegen aber noch tiefer: Im Endeffekt wollen wir die
f\/ﬁ Feststellung, ob ein Stiick Text ein giltiges Mini-F# Programm
120) ist, dem Rechner iibertragen. Dazu muss eben Syntax und
Semantik préazise festgelegt werden.

N7
Mir schwant Boses: ein Mini-F# Programm, das uiberpriift, ob qz
Mini-F# Programme korrekt sind ... ’ /
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VI Grammatiken

30. Abstrakte Syntax Relt Pz

Abstrakte Syntax

acA Alphabet
r € Reg ::= reguldire Ausdriicke:
| € das leere Wort
| a einzelnes Zeichen\ Terminalsymbol
| ¥ -r Konkatenation\ Sequenz
| @ die leere Sprache
| 1 r Alternative
| r* Wiederholung

=5 Die Symbole ¢ und @ sind iiberladen: je nach Kontext bedeuten sie etwas
Verschiedenes — ¢ steht auch fiir das leere Wort und & fiir die leere Menge.

3" Die Konkatenation r; - r», wird haufig »ohne Syntax« notiert; die Ausdriicke r;
und r, werden einfach hintereinander geschrieben: r; r».
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30. Konkrete Syntax

Zwei konkrete Beispiele fiir konkrete Syntaxen:

Abstrakte Syntax

das leere Wort
einzelnes Zeichen

Konkatenation r -
die leere Sprache

Alternative rnn
Wiederholung

Gruppierung

beliebiges Zeichen a | -
optionales Vorkommen ElL Y
positive Wiederholung rr*

grep
a
nhr
r\lr
r\-k
\NCr\)

ri?
r\+

egrep

nr
nilr
r*
(r)
r?
r+

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax

I3~ grep und egrep durchsuchen Sequenzen (typischerweise Textdateien) nach
Teilsequenzen, die auf ein bestimmtes Muster passen.

I \ ist ein Fluchtsymbol.
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30. Semantik

[=>° Eine Aufteilung in statische und dynamische Semantik ist nicht notwendig:
regulare Ausdriicke sind beliebig kombinierbar.

Wir definieren zwei verschiedene Semantiken:
» Denotationelle Semantik: »Welche Sprache bezeichnet der regulire Ausdruck?«.

» Reduktionssemantik: »Wie kann ich ein einzelnes Wort aus dem reguliren
Ausdruck ableiten?«.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Denotationelle
Semantik
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VI Grammatiken

30. Denotationelle Semantik e

vy

Die Bedeutung von ¢ ist {¢}.

Die Bedeutung von a ist {a}, wobei a das Wort {0 — a} abkiirzt.

Denotationelle
Zur Erinnerung: Die Bedeutung eines reguldaren Ausdrucks ist eine Sprache, kein caltion
Wort.

Wir haben die Konkatenation von Wortern definiert; jetzt miissen wir die
Konkatenation auf Mengen von Wortern fortsetzen.

L -Ly={wy-w, | W, EL;,w, EL,} J

I5" Damit ist auch ‘-’ iiberladen.
Beliebige Wiederholung einer Sprache:

L= U{L" | neN} J

mit L% = {e} und L™! = L - L".
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VI Grammatiken

30. Denotationelle Semantik e

Denotationelle

Die Semantik wird durch eine Bedeutungsfunktion angegeben: e
[a] ={a}

[€] ={¢}

[r1 - r] =[nl-[r.]

[¢] =9

[ri 1+ r2] = [n] U [r]

1 =

5" Die doppelten Klammern sind die sogenannten Oxford oder Strachey Klammern
— sie umschlieRen die Syntax.
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30. Beispiele

Zugrundeliegendes Alphabet A = {a,b}.

[ab 1 ba]
= [abJU[ba]
= ([a] - [o]) U ([b] - [aD)
= ({a}-{bHhU({b}-{a})
= {ab} U {ba}
= {ab,ba}

VI Grammatiken

Ralf Hinze

5 Der regulédre Ausdruck [a b | b a] bezeichnet die Sprache {ab, ba}.
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VI Grammatiken

30. Beispiele Relf Hinze

Vertauschen wir Konkatenation und Alternative erhalten wir eine andere Sprache:

[(a 1 b) (b1 a)]
= [arb]-[bra]
= ([a] v [b]) - (Ib] v [a])
- (fayu{b})- ({b} U{a})
= {a,b}-{b,a}
= {ab,aa,bb,ba}

I Der reguldre Ausdruck (a 1 b) (b 1 a) bezeichnet die Sprache aller Worter der
Lange 2.
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VI Grammatiken
30. Beispiele

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Denotationelle
Semantik

[((a 1 b) (b1 a))]
[(at1b)(bria)]*
{ab, aa, bb,ba}*

I3 Die bezeichnete Sprache umfasst alle Worter gerader Lange.
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30. Reduktionssemantik

Zur Erinnerung:
» Denotationelle Semantik: »Welche Sprache bezeichnet der regulire Ausdruck?«.

5" Globale Sicht.

» Reduktionssemantik: »Wie kann ich ein einzelnes Wort aus dem reguliren
Ausdruck ableiten?«.

" Lokale Sicht.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Reduktions-
semantik

567



30. Reduktionssemantik

5" Um die Semantik von Mini-F# festzulegen, haben wir Werte eingefiihrt, das sind
besonders einfache Ausdriicke.

5" In Analogie dazu: fiir die Reduktionssemantik sind Worter besonders einfache
reguldre Ausdriicke.

W= € das leere Wort
| a einzelnes Zeichen\Terminalsymbol
| W, - w, Konkatenation\ Sequenz

=5 Ein Wort zeichnet sich dadurch aus, dass seine Denotation eine einelementige
Menge ist.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Reduktions-
semantik
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30. Reduktionssemantik

Die schrittweise Reduktion r — r’ (lies: r kann in einem Schritt zu r’ reduziert

werden) wird durch ein Beweissystem formalisiert.

Rechenregeln:

r-&—r

E-r—r

r1|r2_’r1 V1Ir2—>r2
re— ¢ r*—r-r* )

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Reduktions-
semantik

2" Die letzten vier Regeln formalisieren Wahlmoglichkeiten.
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30. Beispiele

Fir den reguldren Ausdruck a b 1 b a existieren zwei moégliche Reduktionsfolgen.

abiba—ab
abiba—ba

|

5" Die Sprache, die durch einen regularen Ausdruck beschrieben wird, ist die Menge
aller Worte, die aus dem Ausdruck ableitbar sind. Fiir unser Beispiel: {ab, ba}.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Reduktions-
semantik
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30. Reduktionssemantik

Um den Ausdruck (a 1 b) (b 1 a) zu vereinfachen, benotigen wir weitere Regeln. Die
obigen Beweisregeln erlauben nur den gesamten Ausdruck umzuformen; wir brauchen
also Regeln, die es uns ermoglichen, einen Ausdruck »mittendrin« zu manipulieren.

Kongruenz- oder Kontextregeln:

n—rn

’

=0

ot —r

nor—rn-n

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Reduktions-
semantik
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VI Grammatiken

30. Beispiele Relf Hinze

Fir (a 1 b) (b 1 a) gibt es insgesamt vier mogliche Reduktionsfolgen.

(aitb)y(bra)—a(bra)—ab
(arb)(bra)—a(bira)—aa
(a@artb)y(bra)—b(bra)—bb
(airb)y(bra)—b(bira)—ba

I Die bezeichnete Sprache ist somit {ab, aa, bb, ba}.
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VI Grammatiken

30. Beispiele Ral e

Wesentlich mehr Moglichkeiten gibt es fiir ((a 1 b) (b 1 a))*, namlich unendlich viele.

((@arb)(bra))—e

((@atb)y(bra)*— (a1 b)(bia)((aib)(ia)*
—a(bia)((aib)dia)

—ab((aib)(bia))*
— abe
—ab
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VI Grammatiken

30. Beispiele Relf Hinze

Zur Erinnerung: Die Sprache, die durch einen reguldaren Ausdruck beschrieben wird,
ist die Menge aller Worte, die aus dem Ausdruck ableitbar sind.

Reduktions-
semantik

Q" > QD — DD — J

5" Da es keine Regel gibt, @ zu reduzieren, lasst sich mit dieser Reduktionsfolge
kein Wort ableiten.

Die einzige mogliche Reduktionsfolge ist

D — ¢ J

I~ Somit ist die Semantik von @* die Sprache { ¢ }. (Auch mit der denotationellen
Semantik erhalten wir [@*] = {€}.)
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VI Grammatiken

30. Vertiefung Rl iuze

Eine Sprache kann in der Regel auf verschiedene Art und Weisen beschrieben werden.

Beispiel: Sprache aller Worter mit einer geraden Anzahl von as und beliebig vielen bs.

Vertiefung

(ab*a i b)* J

Alternative Formulierung:

(b1 ab®a)* J

Alternative Formulierung ohne 1’

b* (ab*ab*)* J

I Allgemein gilt: (r; | 1,)* = 1{ (1 17)*.
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VI Grammatiken

30. Gleichheit reguldarer Ausdruiicke Ralf Hinze

5" Wie zeigt man, dass zwei regulare Ausdriicke v, und r, gleichwertig sind?

Vertiefung

Mit Hilfe der Semantik:
» Denotationelle Semantik: [r,] = [1];
» also: Riickgriff auf die (naive) Mengenlehre;

» Reduktionssemantik: zu jeder Reduktionsfolge r, — --- — w gibt es eine
korrespondierende Reduktionsfolge r, — --- — w;

» also: Riickgriff auf Beweissysteme (Logik).
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VI Grammatiken

30. Vertiefung Rl iuze

Die Sprache aller Worter, die eine gerade Anzahl von as (bs beliebig) oder eine
ungerade Anzahl von bs (as beliebig) haben, ldasst sich unter Riickgriff auf das
vorherige Beispiel (Folie 575) leicht definieren.

Vertiefung

(ab*aib)* 1 a*b(ai ba*b)* |

5~ Aber wie beschreibt man die Sprache aller Worter, die eine gerade Anzahl von as
(bs beliebig) und eine ungerade Anzahl von bs (as beliebig) haben?
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VI Grammatiken

30. Vertiefung Rl iuze

Stdnde ein Pendant zum Mengendurchschnitt bereit, sagen wir &, konnten wir
formulieren:

Vertiefung

(ab*aib)*&a*b(ai ba*b)* )

5" Es spricht nichts dagegen, den Durchschnitt zu der Sprache der reguldren
Ausdriicke hinzuzunehmen.

I=¥° Interessanterweise ist die Erweiterung zwar bequem, aber nicht notwendig: sie
erhoht nicht die Ausdruckskraft.

Versuchen wir also die Sprache mit den bisherigen Bordmitteln zu definieren ...
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VI Grammatiken

30. Vertiefung Rl iuze

Niitzliche Abkiirzungen: g = (aa)* und u = a (aa)*.

1. Schritt: genau ein b und eine gerade Anzahl von as.

Vertiefung

gbgiubu J

I3~ Entweder kommen vor und hinter dem b eine gerade Anzahl von as vor oder an
beiden Positionen eine ungerade Anzahl.

2. Schritt: wir erhohen die Anzahl der bs auf zwei:

gbgbgigbubuiubgbuiububg J

Jetzt werden die as uiber drei Positionen verteilt; entweder befinden sich an allen
Stellen eine gerade Anzahl von as oder an exakt zwei Positionen eine ungerade
Anzahl.
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VI Grammatiken

30. Vertiefung Rl iuze

Vertiefung

3. Schritt: eine ungerade Zahl hat die Form 1 + 2 - n, entsprechend definieren wir

(gbgiubu) (gbgbgi gbubuiubgbuiububg)* J

I=5° Man sieht, ohne den Durchschnitt miissen wir bei der Formulierung von Sprachen
sehr viel mehr Grips investieren.
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VI Grammatiken

30. Grenzen regularer Ausdrticke Ralf Hinze

v

Konnen wir mit reguldren Ausdriicken alle Sprachen beschreiben?

Nein, es gibt sehr viel mehr Sprachen als Ausdriicke, mit denen Sprachen

beschrieben werden kénnen (iiberabzahlbar versus abzéhlbar). Vet
Konnen wir mit reguldren Ausdriicken die Syntax von Programmiersprachen

festlegen?

Nein, einfache Hygienevorschriften lassen sich nicht fassen: etwa, dass es in

Mini-F# Ausdriicken zu jeder »Klammer auf« eine korrespondierende »Klammer

Zu« geben muss. Die Sprache

{a"b" | ne N} J

ist nicht regular — lies a als (und b als ) .
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VI Grammatiken

30. Losung Knobelaufgabe #4 Ralf Hinze

NYY74
U ) Endlich!!

Also: das sichselbstausgebende Programm muss mindestens

einen String enthalten; ein String alleine reicht aber nicht, es vertefung
muss noch etwas dazukommen. Idee: der String enthdlt den ~ -
Programmcode des anderen Teils; damit das Programm sich ;ux)

selbst ausgibt, muss der String verdoppelt werden. Etwa so: ey

S A show s

MYY74
@ Warum einmal s und einmal show s?

s steht fiir den Programmcode und show s fiir den Text des
Programmcodes. ft -
14D

)

oS

(funs - sAshow s) "(fun s -> s A show s)"



VI Grammatiken

30. Losung Knobelaufgabe #4 — Demo Ralf Hinze

>> "Hello, world!"
"Hello, world!" i
>> show "Hello, world!" verelung
"\"Hello, world!\""

>> length "Hello, world!"

13

>»> length (show "Hello, world!")

15

>» (funs— sAshows) "(fun s -=> s A show s)"
"(fun s => s A show s)\"(fun s => s A show s)\
>> putline it

(fun s > sAshow s) "(fun s -> s A show s)"
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VI Grammatiken

31. Knobelaufgabe #16 —

Scanner
Einem Wort tiber dem Alphabet {a, b} kann man ansehen, ob es eine gerade Anzahl
von as enthalt (bs beliebig).

Einer endlichen Sprache kann man ansehen, ob alle in der Sprache enthaltenen Worter
eine gerade Anzahl von as enthalten.

Kann man einem reguldren Ausdruck ansehen, ob alle in der von dem reguldren
Ausdruck bezeichneten Sprache enthaltenen Worter eine gerade Anzahl von as
enthalten?
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vV Yy

VI Grammatiken

. Akzeptoren Relf Hinze

Scanner

Ein reguldrer Ausdruck r beschreibt eine Sprache.

Wie konnen wir feststellen, ob ein gegebenes Wort w in der Sprache enthalten ist:
w e [r]?

Koénnen wir ein Mini-F# Programm schreiben, das uns diese Aufgabe abnimmt?
Ja! Ein solches Programm nennt man Akzeptor.

Im Folgenden fithren wir die Konstruktion exemplarisch fiir den regularen
Ausdruck

too=(a 1 b)*b (a1 b) J

durch. Der Ausdruck beschreibt die Sprache aller Worter, die an der vorletzten
Position ein b haben.
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31. Akzeptoren — Schnittstelle e

Wir gehen davon aus, dass das Alphabet durch eine Variantentypdefinition gegeben
ist.

Scanner

type Alphabet = | A | B

let ord-Alphabet (a: Alphabet) : Int =
match a with A - 0| B - 1

I5~ Zu einem Alphabet gehort eine injektive Funktion, die sogenannte
Codierungsfunktion, die jedem Zeichen eine ganze Zahl zuordnet, den sogenannten
Zeichencode.

Ein Akzeptor ist dann eine Funktion des Typs

accept-r,, : List (Alphabet) — Bool J

IS accept-r ,, testet, ob die Eingabe w ein Element der durch r,, bezeichneten

Sprache ist: w € [ry].
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VI Grammatiken

31. Akzeptoren — Implementierung Relf Hinze

Scanner
Mit dem Struktur Entwurfsmuster fur List erhalten wir:

let rec acceptr ,, (input : List (Alphabet)) : Bool =
match input with
[ [] - ..
| A:rest — ...acceptr,, rest...
| B:rest — ...acceptr,, rest ...

I5” Der rekursive Aufruf von accept-r, hilft uns an dieser Stelle nicht weiter: aus
w € [[1y] konnen wir im Allgemeinen keine Riickschliisse auf a - w € [r,] ziehen.
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VI Grammatiken

31. Implementierung — Rekursionsbasis Ralf Hinze

Scanner
Im Fall input = [ | miissen wir tiberlegen, ob das leere Wort in der Sprache enthalten
ist: € € [r]. Konnen wir dem reguldren Ausdruck das ansehen?

» [a] enthélt ¢ nicht;

> [e] enthalt ¢;

» [, - r,] enthilt &, wenn [r,]] und [r,] das leere Wort enthalten;
» [@] enthélt € nicht;

» [r, 1 1] enthélt &, wenn [r,] oder [r,] das leere Wort enthalten;
> [r*] enthélt &.
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31. Enthalt eine Sprache das leere Wort?

Formalisierung:

nullable(a) = false

nullable(¢) = true

nullable(r, - r,) = nullable(r,) A nullable(r,)
nullable( <) = false

nullable(r, 1 r,) = nullable(r,) V nullable(r,)
nullable(r*) = true

I=5° nullable ist eine mathematische Funktion, kein Mini-F# Programm.
5" Wie auch [-] orientiert sich nullable an der Struktur reguldrer Ausdriicke.

I5° Eine semantische Eigenschaft, ¢ € [r], wird anhand der Syntax geklart,

nullable(r).

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Scanner
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31. Enthadlt eine Sprache das leere Wort?

Fir ry, erhalten wir:

nullable((a 1 b)* b (a 1 b))
= nullable((a 1 b)*) A nullable(b (a 1 b))
= nullable(b (a 1 b))
= nullable(b) A nullable(a 1 b)
= false

¥ ¢ ist nicht in [ry] enthalten.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Scanner
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VI Grammatiken

31. Implementierung — Rekursionsschritt Ralf Hinze

Scanner

Somit konnen wir den ersten Zweig von accept-r,, mit Leben fiillen:

let rec accept-r , (input : List (Alphabet)) : Bool =
match input with
[ [] — false
| A:rest — ...acceptr, rest ...
| B:rest — ...acceptr,, rest ...

5" Im Fall input = A :: rest ware es niitzlich zu wissen, was von der Sprache
»ubrigbleibt«, jetzt da wir a bereits gesehen haben. Dann konnten wir die Arbeit an
eine weitere Funktion delegieren, den Akzeptor fiir die »Restsprache«.
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VI Grammatiken

31. Rechtsfaktoren Rl Hinge

Diese »Restsprache« heilt im Fachjargon Rechtsfaktor und ist fiir ein Wort w wie
fOlgt deﬁmert: Scanner

w\L={x|w-x€L} J

5" Der Rechtsfaktor w \ L (lies: w dividiert L oder L durch w) ist die Menge aller
Restworte x, so dass w - x in L enthalten ist.

=" Wenn L eine reguldre Sprache ist, ist dann w \ L ebenfalls regular? Zunachst
einmal gilt

(@ w)\L=w\ (a\L)

I¥” Somit konnen wir uns auf die Definition von a \ L konzentrieren.

e\L =L J
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VI Grammatiken

31. Rechtsfaktoren Rl Hinge

Ziel: Definition von ‘\’ auf reguldren Ausdriicken, so dass S

[x\ rl = x\ [r] |

gilt. Fine semantische Operation auf Sprachen, x \ L, wird auf reguldre Ausdriicke
(Syntax), x \ r, Uibertragen.

Schwierigster Fall: Konkatenation x \ (1 - 1»).
» Entweder wir entfernen x aus r;
> oder aus r,; das geht aber nur, wenn ¢ € [r,].
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VI Grammatiken

31. Rechtsfaktoren R
Damit erhalten wir

Scanner

x\a:{s falls a = x

& sonst
x\e=0
| (x\n)-r 1 (x\r) fals nullable(r,)
X\ (n-r) = {(x\ r) - sonst
x\@=0

x\(n1r)=x\n) (x\r)
x\r =(x\r)-r

5" Die Definition des Rechtsfaktors ist der Ableitung von Funktionen sehr dhnlich
(lies € als 1, @ als 0, die Alternative als Summe und die Konkatenation als Produkt).

5" Wir sehen: es war eine gute Idee, @ mit zur Sprache hinzuzunehmen.
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31. Rechtsfaktoren

Wie sehen die Rechtsfaktoren fiir unser Beispiel aus?

a\ roo

al\(aib)*b(aib)

(a\ (a1 b)) (b(aib)i(a\b(ab)
(a\ (a1 b)) (b(arb))i ((a\b)(ar b))
(a\ (a1 b)) (b(ai b))
(alatb)(arb)*b(aib)

((a\a) 1 (a\b)) (a1 b) b (ab)

(a1 b)*b(aib)

Yoo

VI Grammatiken

Ralf Hinze

[@ a\ }’00 = roo!
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VI Grammatiken

31. Rechtsfaktoren Rl Hinge

Fortsetzung: Scanner

b\ roo
= b\(aib)*b(aib)
= (b\ (a1 b)) (b(aib))i(b\b(arb))
- (b\(a 1 b)) (b(a b)) ((b\b)(ab)
= (b\(a1b)*)(b(ai b)) (aib)
= (b\aib)(arb)*b(aib)i(aib)
= ((b\a) i (b\b))(arb)*b(aib)i(aib)
= (arb)*b(arb)i(aib)

= 1y ! (a1 b)

I Wir taufen den resultierenden Ausdruck ry.
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VI Grammatiken

31. Implementierung — Rekursionsschritt Ralf Hinze

Scanner
Damit konnen wir endlich die Definition von accept-r , vervollstandigen.

let rec accept-r , (input : List (Alphabet)) : Bool =
match input with
I[] ~ false
| A rest — acceptr,, rest
| B rest — accept-r,, rest

5 Ist das erste Zeichen ein A, dann erfolgt ein rekursiver Aufruf;
ist das Zeichen ein B, dann wird die weitere Arbeit an accept-r,, delegiert.
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VI Grammatiken

31. Implementierung Relf Hinze

Scanner

Es verbleibt einen Akzeptor fiir r;, zu schreiben. Diese Aufgabe gehen wir nach dem
gleichen Schema wie fiir ry, an.

Fio="rtoo ! (21 b)
nullable(ry,) = false
a\rg=ry | &€ =Tn
b\rog=rp! (a1 b)1e=r,

Wir erhalten zwei neue reguldre Ausdriicke und rechnen weiter ...
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31. Implementierung

rorp =tpo ! €
nullable(ry,) = true
a\ ro1 = roo
b\ ro1 =r

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Scanner

1=ty ! (@1 b)ie
nullable(r,) = true

a\rm
b\ r

Fo1
n

I5" Die Aufrufstruktur ist chaotisch: die Funktion accept-r,, ruft accept-r,, auf, diese

ruft accept-r,, auf, diese ruft accept-r, auf und diese wiederum accept-ry.
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VI Grammatiken

31. Implementierung — Aufrufgraph Rl iuze

Scanner

I=¥° Die vier Akzeptoren sind verschrdnkt rekursiv: die Definitionen miissen mit dem

Schliisselwort and verbunden werden.
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VI Grammatiken

31. Implementierung Ralf Hinze
let rec acceptr,, (input : List (Alphabet)) : Bool = R
match input with | [ ] — false

| A rest — accept-r, rest
| B: rest — accept-r,, rest

and accept-r, (input : List (Alphabet)) : Bool =
match input with | [ ] — true

| A rest — accept-r , rest

| B: rest — accept-r,, rest

and accept-r , (input : List (Alphabet)) : Bool =
match input with | [ ] — false

| A rest — accept-r, rest

| B: rest — accept-r,, rest

and accept-r,, (input : List (Alphabet)) : Bool =
match input with | [ ] — true

| A rest — accept-r, rest

| B: rest — accept-r,, rest
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NYY74
oo
©

Y00s Y10s Yo1» ¥117 Ich blick da nicht mehr durch. Es geht doch
darum, zu erkennen, ob das vorletzte Zeichen ein b ist. Dann

VI Grammatiken

Ralf Hinze

merke ich mir einfach immer die beiden letzten Zeichen und

iiberpriife am Ende, ob das vorletzte Zeichen gleich b ist.

Scanner

Genau das machen ryg, ¥10, ¥o1, 11!

NYY74
oo
©

Kapier ich nicht.

Schau Dir die reguldren Ausdriicke genau an:

Yoo
Mo
Fo1
i1

(arb)*b(arb)
(arb)*b(aib)
(a1 b)*b (a1 b)
(arb)*b(arb)

%)
(a1 b)
%)
(a1 b)

(a 1 b) besagt »das letzte Zeichen war ein b« (danach muss ein
beliebiges Zeichen kommen); € besagt »das vorletzte Zeichen

war ein b« (danach kann das Eingabeende kommen).
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VI Grammatiken

Die Nummerierung 7;; spiegelt das tibrigens wieder: i = 1 gdw. Ralf Hinze
das letzte Zeichen ein b war; j = 1 gdw. das vorletzte Zeichen
ein b war. Zum Knobeln: Wieviele Rechtsfaktoren hat

(a | b)* b (a | b)n? Scanner
. , . . : : WS
So langsam dammert’s. Aber meine Losung finde ich trotzdem oo
einfacher. J U/
Fiir dieses spezielle Beispiel magst Du Recht haben. Der Punkt
N ist aber, dass die Konstruktion der Akzeptoren mechanisch —
;\/ ohne Nachdenken — funktioniert. Sie klappt fir beliebige
r¢) reguldre Ausdriicke, eben nicht nur fiir dieses Beispiel. Die
kompliziertere Herangehensweise zahlt sich durch die groRere
Allgemeinheit aus!
. . . . . NYY74
Ok, ok, ich gebe mich geschlagen. Aber einfacher ist sie -Y)
trotzdem ... J %
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VI Grammatiken

. Rechtsfaktoren — Eigenschaften Rl iuze

Scanner
Der reguldare Ausdruck (a 1 b)* b (a 1 b) hat vier verschiedene Rechtsfaktoren.
Der Ausdruck (a b* a 1 b)* hat zwei (welche?).
Allgemein: jede reguldre Sprache hat nur endlich viele Rechtsfaktoren.

Diese Eigenschaft konnen wir ausnutzen, um zu zeigen, dass eine Sprache nicht
durch einen reguldren Ausdruck bezeichnet werden kann.

Die Sprache L = {a" b" | n € N} ist ein Beispiel fiir eine solche Sprache. Die
Rechtsfaktoren fiir Worter der Form a* sind gegeben durch:

ak\ L={a"b™™ | neN} J

Alle diese Sprachen sind verschieden, also ist L keine regulédre Sprache.

604



VI Grammatiken

31. Ubersetzer und Interpreter -

» Da die Anzahl aller Rechtsfaktoren endlich ist, kann man das obige Verfahren scanner
verwenden, um aus einem reguldren Ausdruck einen Akzeptor zu generieren.

» Mehr noch: wir konnen das Verfahren auch automatisieren: wir konnen ein
Mini-F# Programm schreiben, das uns diese Aufgabe abnimmt!

» Dieses Mini-F# Programm wiirde

» als Eingabe einen reguldren Ausdruck verarbeiten (in konkreter oder abstrakter
Syntax) und

> als Ausgabe ein Mini-F# Programm, einen Akzeptor fiir den reguldren Ausdruck,
erzeugen (in konkreter Syntax).

» Ein Programm, das ein anderes Programm erzeugt, nennt man Ubersetzer
(engl. compiler).

v

In diesem Fall wiirde man auch von einem Scanner-Generator sprechen.
» (Ein bekannter Scanner-Generator ist 1ex).
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31. Ubersetzer und Interpreter

regularer Ausdruck

J Wort
Ubersetzer _
Kompilat
des
l Akzeptors
Akzeptor l
Wahrheitswert

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Regulére
Ausdriicke

Scanner

Kontextfreie
Ausdriicke

Parserx
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VI Grammatiken

31. Ubersetzer und Interpreter Relt Pz

>
>

v

Der Ubersetzer und der generierte Akzeptor sind zwei getrennte Programme.
Der Ubersetzer erzeugt ein Programm, das in einem zweiten Schritt ausgefiihrt seanner
wird.

Die beiden Programme konnen alternativ auch enger miteinander verzahnt

werden.

Die Struktur der einzelnen Akzeptoren ist identisch — das ist nicht weiter
verwunderlich, wir haben sie ja nach dem gleichen Schema konstruiert.

Lassen sich die vier Funktionen zu einer zusammenfassen?

Idee: Wir nummerieren die Funktionen durch und machen die Hausnummer zu

einem zusatzlichen Parameter.

accept (k: Nat, input : List (Alphabet)) : Bool J

Diese allgemeine Funktion miissen wir mit Informationen ausstatten, welcher
Wahrheitswert im [ ] Zweig zuriickgegeben wird, und welche Hausnummer als
nachstes an der Reihe ist, wenn ein a bzw. ein b gesehen wurde.
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VI Grammatiken

31. Ubersetzer und Interpreter N

Scanner

Aus einer Kontrollstruktur wird eine Datenstruktur!

type Control = { nullable : Array (Bool);
next  :Array (Array (Nat))} J

Fiir unser laufendes Beispiel erhalten wir die folgenden Daten:

let control-r, = { nullable = [| false; true; false; true | |;
next =[I[10;0;1;1 |]; (* A *)
[12;2;3;31]1]F (% B#)

5" Die Funktionen sind fortlaufend von oben nach unten beginnend mit 0
durchnummeriert.
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31. Ubersetzer und Interpreter

Ein generischer Akzeptor:

let generic-accept (control : Control) : List (Alphabet) — Bool =
let rec accept (k: Nat, input : List (Alphabet)) : Bool =
match input with
[[] — control.nullable.[ k]
| a: rest - accept (control.next.[ ord-Alphabet a].[ k], rest)
in
fun input - accept (0, input)
let accept-r,, = generic-accept control-r,

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Scanner

609



VI Grammatiken

31. Ubersetzer und Interpreter -

>

Der Ubersetzer fiir regulidre Ausdriicke — den wir nicht angegeben haben — Scanner
wiirde in diesem Szenario kein Mini-F# Programm erzeugen, sondern ein Element
des Typs Control.

Der allgemeine Akzeptor generic-accept interpretiert diese Kontrollinformation,
um zu einem gegebenen Wort zu entscheiden, ob es in der Sprache enthalten ist
oder nicht.

Bei dem allgemeinen Akzeptor handelt es sich somit um einen Interpreter,
genauer um einen Byte-code Interpreter.

Byte-code deswegen, weil die regularen Ausdriicke durch kleine Zahlen
reprasentiert werden und die Funktionen nullable und x \ r mit Hilfe von nullable
und next codiert werden.

Da die beiden Programme, der Ubersetzer und der Byte-code Interpreter, iiber
eine Datenstruktur miteinander kommunizieren, konnen sie in einem Programm
zusammengefasst werden.
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31. Ubersetzer und Interpreter

reguldrer Ausdruck

J Wort
Ubersetzer
Byte-code
Interpreter
Nl
Byte-code l
Wahrheitswert

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Regulére
Ausdriicke

Scanner

Kontextfreie
Ausdriicke

Parserx
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VI Grammatiken

31. Ubersetzer und Interpreter Relt Pz

» Der Ubersetzer generiert Byte-code, den der Byte-code Interpreter abarbeitet.

» Der Ubersetzer hat sozusagen die Aufgabe regulire Ausdriicke vorzuverdauen.

» Alternativ konnen wir einen Akzeptor schreiben, der direkt auf den reguliren
Ausdriicken arbeitet, sozusagen auf den unverdauten Eingaben.

» Aus dem Byte-code Interpreter wird ein »echter« Interpreter.

» Zu diesem Zweck miissen wir

> die reguldren Ausdriicke durch einen Datentyp modellieren und
» die Funktionen nullable und x \ r in Mini-F# Programme tiberfiihren.



VI Grammatiken

31. Interpreter Ralf Finze

Wir transliterieren die abstrakte Syntax reguldrer Ausdriicke in einen Variantentyp. Scanner
type Reg =

| Eps // das leere Wort

| Sym of Alphabet // einzelnes Zeichen\ Terminalsymbol

| Cat of Reg * Reg // Konkatenation\ Sequenz

| Empty // die leere Sprache

| Alt of Reg * Reg // Alternative

| Rep of Reg // Wiederholung

Der reguldare Ausdruck ry, kann direkt in Mini-F# definiert werden.

let any = Alt (Sym A, Sym B)
let roy = Cat (Rep any, Cat (Sym B, any))




31. Interpreter

Die Funktion nullable 1asst sich direkt iibertragen: die sechs Gleichungen werden zu
den sechs Zweigen eines match-Ausdrucks.

let rec nullable (reg: Reg) : Bool =

match reg with

| Eps
| Sym _

| Cat (r,,1») — nullable v, && nullable r,

| Empty

| Alt (ry,1,) — nullable r, | | nullable r,

| Rep r

— true
— false

— false

— true

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Scanner




VI Grammatiken

31. Interpreter Ralf Finze

Scanner

Ahnlich direkt ist die Umsetzung der mathematischen Funktion x \ r.

let rec divide (x : Alphabet, reg: Reg) : Reg =

match reg with

| Eps - Empty

| Sym a — if x = a then Eps else Empty

| Cat (r,,1,) — if nullable r,
then Alt (Cat (divide (x, 1), 1»), divide (x,1»))
else Cat (divide (x,1,),1»)

| Empty — Empty

| Alt (r,1) — Alt (divide (x, 1), divide (x,1,))

| Rep ¥ — Cat (divide (x,r),Rep r)
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31. Interpreter — Demo

>> nullable 1y
false
3> divide (A, ty)
Alt (Cat (Cat (Eps, Rep (Alt (Sym A, Sym B))),
Cat (Sym B, Alt (Sym A, Sym B))),
Cat (Empty, Alt (Sym A, Sym B)))
>»  divide (B, ryg)
Alt (Cat (Cat (Eps, Rep (Alt (Sym A, Sym B))),
Cat (Sym B, Alt (Sym A, Sym B))),
Cat (Eps, Alt (Sym A, Sym B)))

v

IZ° divide (A, 1yg) ist semantisch dquivalent zu ry, aber nicht syntaktisch gleich. Das
liegt daran, dass bei der Konstruktion des Rechtsfaktors keine algebraischen
Vereinfachungen wie etwa r - € = ¥ vorgenommen werden.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Scanner



VI Grammatiken

31. Interpreter Ralf Finze

Scanner

Der generische Akzeptor:

let rec generic-accept (reg: Reg, input : List (Alphabet)) : Bool =
match input with
[ [] — nullable reg
| a:: rest — generic-accept (divide (a, reg), rest)

5~ An die Stelle der Hausnummern sind die reguldren Ausdriicke selbst getreten.

let accept-r,, = fun input — generic-accept (1, input) J
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31. Interpreter — Demo

3> acceptry, (A:A=zAx[])
false
3> acceptr, (A=B=A:=[])
true
>> let even-no-of-as =
Rep (Alt (Cat (Sym A, Cat (Rep (Sym B), Sym A)), Sym B))
val even-no-of-as: Reg
>> generic-accept (even-no-of-as, A:: B: A:[])
true
3> generic-accept (even-no-of-as,A: B: B:[])
false

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Scanner




31. Ubersetzer und Interpreter

reguldrer Ausdruck

Wort

|

Interpreter

|

Wahrheitswert

VI Grammatiken

Ralf Hinze
Regulare
Ausdriicke
Scanner

Kontextfreie
Ausdriicke

Parserx
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VI Grammatiken

31. Ubersetzer und Interpreter Relt Pz

Scanner
Aus einem reguldren Ausdruck lasst sich automatisch ein passender Akzeptor
konstruieren. Je nach Verzahnungsgrad kann man mindestens drei Ansdtze
unterscheiden:

» reiner Ubersetzer,

» Mischform aus Ubersetzer und Interpreter,

» reiner Interpreter.
I=5° Ubersetzer und Interpreter sind keineswegs spezifisch fiir reguldre Ausdriicke,
sondern stellen allgemeine Konzepte dar.

Im Allgemeinen iibersetzt ein Ubersetzer ein Wort einer Sprache, der Quellsprache, in
ein Wort einer anderen Sprache, der Zielsprache. Ein Interpreter interpretiert ein Wort
direkt.
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VI Grammatiken

31. Losung Knobelaufgabe #15 Ralf Hinze

Scanner

Ist es moglich, ein nicht-rekursives Programm zu schreiben, das nicht terminiert?

Ja! Wir zeigen, wie man die Fakultdt ohne Rekursion programmieren kann. Idee: wir
machen den rekursiven Aufruf zum Parameter und rufen die resultierende Funktion
mit sich selbst auf (Selbstapplikation).

let fac (self,n: Nat): Nat =
if n=0 then 1
else self (self,n-1)x*n
let factorial (n: Nat) : Nat =

fac (fac, n)




VI Grammatiken

31. Losung Knobelaufgabe #15 Ral e

Scanner

Was ist der Typ des formalen Parameters self?

let fac (self,n: Nat) : Nat =
if n=0 then1
else self (self,n-1)x*n

I3 Sei self : t. Da self auf sich selbst angewendet wird, muss gelten: ¢ = t * Nat — Nat.
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31. Losung Knobelaufgabe #15

I~ Wir konnen keinen Typ t definieren, der gleich dem Typ t = Nat — Nat ist.

Aber wir kénnen einen Typ definieren, der isomorph zu dem Typ t » Nat — Nat ist.

type Factorial = { apply : Factorial » Nat — Nat }
let fac (self : Factorial,n: Nat) : Nat =
if n=0 then 1
else self.apply (self,n-1) * n
let factorial (n: Nat) : Nat =
fac ({ apply = fac}, n)

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Scanner

I fun f - f.apply und fun g — {apply = g} sind die Isomorphismen zwischen
Factorial und Factorial » Nat — Nat.
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32. Knobelaufgabe #17

Welche Sprache bezeichnet der folgende reguldare Ausdruck?

riddle=(aa 1 bb)* ((abi1ba)(aarbb)*(abiba)(aai bb)*)*

Und welche Sprachen bezeichnen a \ riddle und b \ riddle?

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Kontextfreie
Ausdriicke
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VI Grammatiken

3 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

>

>

Regulédre Ausdriicke sind wenig ausdrucksstark — die jeweiligen Akzeptoren
haben nur ein endliches Gedachtnis.

Hygienevorschriften wie »zu jeder offenen Klammer muss es eine schlieRende
Klammer geben« lassen sich nicht formulieren. Motivaton

{a"b" | ne N} |

Die Sprache der wohlgeformten Klammerausdriicke lasst sich aber schrittweise
(im Fachjargon: induktiv) definieren:

> ¢ ist wohlgeformt;

» wenn w wohlgeformt ist, dann auch a w b.

Wir benotigen Rekursion!
Wir erweitern reguldare Ausdriicke um rekursiv definierte Sprachen:

recx—c1axb J

Lies: wenn x ein Element der Sprache ist, dann auch € und a x b.



VI Grammatiken

32. Motivation e

>

>

v

Die Erweiterung bekommt einen neuen Namen: wir sprechen von kontextfreien
Ausdriicken oder kontextfreien Grammatiken.

Es gibt auch kontextsensitive Sprachen, mehr zu diesem Thema spéter aus der
Abteilung der Theoretischen Informatik.

Motivation

Zum Begriff »kontextfrei«:

rec expr - 0 | false | expr + expr J

Die Grammatik erlaubt einen Booleschen Ausdruck, etwa false, in einem Kontext
zu verwenden, in dem ein arithmetischer Ausdruck erwartet wird: false + 0.

Die Einschrankung auf wohlgetypte Ausdriicke kénnen wir nicht mit der
kontextfreien Syntax ausdriicken.

Um diese Dinge kiimmert sich bei uns die statische Semantik.

Durch diese klare Trennung von Zustdandigkeiten wird die Sprachdefinition von
Mini-F# ungemein erleichtert.
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32. Abstrakte Syntax

X € Ident

c € CF:=

| a

| x

| &

| ¢ ¢

| @
| ¢ 1 6
| recx - c

kontextfreie Ausdriicke:
Terminalsymbol
Bezeichner\Nichtterminalsymbol
das leere Wort

Konkatenation\ Sequenz

die leere Sprache

Alternative

Rekursion

I Zusdtzliche Konstrukte: Bezeichner und Rekursion.

5" Die Wiederholung ist kein primitives Konzept mehr; sie kann mit Hilfe der
Rekursion ausgedriickt werden: ¢* durch rec x - € | c xoder recx > ¢ | x c.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax



VI Grammatiken

32. Reduktionssemantik e

Teaser: Was ist die Bedeutung von
> recx - x, e
» recx >axhb,
» rec x — x*,
» rec x - x* a,
> recx—>recy—->eiaixy?

I=5° Semantik ist insbesondere dazu da, die Bedeutung von Randféillen oder
Extremféllen zu klaren.
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32. Reduktionssemantik — Rechenregel

Rechenregel:

(rec x > ¢c) — c{x~rec x> c}

5~ Ein rekursiver Ausdruck wird einmal »aufgefaltet«: der Bezeichner x wird im
Rumpf ¢ durch den gesamten Ausdruck rec x — c ersetzt.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax

Reduktions-
semantik

Vertiefung
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32. Reduktionssemantik — Beispiel

Mit Hilfe der Rechenregel konnen wir zum Beispiel aabb aus dem Ausdruck

rec x — £ | a x b ableiten.

recx—>¢e1axb
clra(recx—->¢1axb)b
a(recx—>¢c1axb)b
a(esira(recx—>c1axb)b)b
a(a(recx—¢c1axb)b)b
a(a(era(recx—>¢c1axb)b)b)b
a(aeb)b

aabb

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax

Reduktions-
semantik

Denotationelle
Semantik

Vertiefung
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32. Reduktionssemantik — Substitution

Die Ersetzung von Bezeichnern durch Ausdriicke nennt man Substitution.

co

)

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax

I3 In ¢ werden die Bezeichner aus dom 0 mit 0 € Ident —, CF durch die
zugeordneten Ausdriicke ersetzt.

Beispiel:

(gbg 1 ubu){g~ (aa)’,u~a(aa)"}
=(aa)*b (aa)* 1 a(aa)* b a(aa)*

semantik

Semantik
Verti

efung



VI Grammatiken

32. Reduktionssemantik — Substitution e

Substitution von Bezeichnern in Ausdriicken:

ab
x0

&0

()0

a0

(¢ 1 ¢)0
(rec x - ¢)0

a Abstrakte Syntax
{ 0(x), if x € dom (0) b
&

X, otherwise Semantik

Vertiefung

(c10) (c:0)

%

(c10) 1 (c20)

rec x > c(0 — {x})

y

I 0 — {x} ist die Einschrdnkung von 0 auf dom 6 — {x}. Wir miissen sicherstellen,
dass gebundene Variablen, z.B x in rec x — c, nicht ersetzt werden.
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VI Grammatiken

32. Reduktionssemantik — Teaser

Ralf Hinze

Wie sieht es mit dem Ausdruck rec x — x aus? R
Reduktions-
semantik

Denotationelle
Semantik

—> recXx — X Verticfung

rec xXx - X

I¥° Wir machen keinen Fortschritt!

I~ Wir konnen kein Wort ableiten; rec x — x bezeichnet die leere Sprache.
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32. Reduktionssemantik — Teaser

Wie sieht es mit dem Ausdruck rec x — a x b aus?

recx—axb
— a(recx—>axb)b
— aa(recx—>axb)bb

5~ Der Ausdruck wird immer grofRer!

I¥° Wir konnen wiederum kein Wort ableiten; auch rec x — a x b bezeichnet die leere

Sprache.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax

Reduktions-
semantik

Vertiefung
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VI Grammatiken

32. Reduktionssemantik — Teaser

Ralf Hinze

Wie sieht es mit dem Ausdruck rec x — x* aus?

Abstrakte Syntax

Reduktions-
semantik

rec x —» x* Denotoncl

Semantik

— (reCX—>X*)* Vertiefung

— ¢

5~ Ein anderes Wort lasst sich nicht ableiten, also steht rec x — x* fiir die Sprache

{e}.



32. Denotationelle Semantik

Bei der Motivation von rec x — € | a x b haben wir tiberlegt, wie sich a” b"
schrittweise bilden lasst: aus & wird ab, daraus wird aabb usw.

5" Dieser Bildungsprozess lasst sich auch auf die Sprache als Ganzes tibertragen.

Aus dem Ausdruck rec x - € | a x b leiten wir zundchst eine Funktion auf Sprachen
ab.

F(L)={e}ufa}-L-{b}

5" Die mathematische Funktion F hat den Typ 2P(A*) — 2P(A*).
5~ F beschreibt einen Schritt des Bildungsprozesses.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Denotationelle
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32. Denotationelle Semantik

Jetzt konnen wir ausgehend von der leeren Menge durch wiederholte Anwendung
von F uns der Semantik von rec x — € | a x b ndhern.

%)
F(2) ={eju{a} -2 {b} ={e}
F(F(9)) ={ejufa}-{e}-{b} ={eab}
F(F(F(©2))) ={e}u{a}-{¢ab}-{b}={¢ab,aabb}
F(F(F(F(©))))={e}u{a}-{¢ab,aabb} - {b}

= {¢, ab, aabb, aaabbb}

5" Wir ndhern uns der Semantik, da wir in endlich vielen Schritten niemals die
unendliche Menge {a" b" | n € N} konstruieren kénnen.

VI Grammatiken
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32. Denotationelle Semantik — Fixpunkte

Die Bedeutung eines rekursiven Ausdrucks ergibt sich als Vereinigung aller endlichen
Approximationen.

U{F (D) I neN}

I F'(Q) ist die n-fache Anwendung der Funktion F auf @: F°(X) = X und
Fr1(X) = F(F"(X)).

Eigenschaften von S = | J{F"(@) | n€ N}:
» Die Sprache S ist ein Fixpunkt von F: es gilt F(S) = S.
» Die Sprache ist die kleinste Menge mit dieser Eigenschaft; S ist der kleinste
Fixpunkt.
» Kurz: Alles notwendige ist drin, mehr aber nicht.

VI Grammatiken
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Semantik

638



32. Denotationelle Semantik — Bezeichner

5" Bevor wir die semantischen Gleichungen formulieren, miissen wir uns noch um
die Bedeutung von Bezeichnern kiimmern.

Deren Bedeutung halten wir in einer Umgebung fest.

o € Ident —4, LP(A*)

I3 Den Begriff Umgebung haben wir schon bei der Auswertung von Mini-F#
Ausdriicken verwendet.

» Dort: Abbildung von Bezeichnern auf Werte.
» Hier: Abbildung von Bezeichnern auf Sprachen.

VI Grammatiken

Ralf Hinze
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Semantik
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32. Denotationelle Semantik — semantische Gleichungen

Die Semantikfunktion bildet einen kontextfreien Ausdruck und eine Umgebung auf
eine Sprache ab.

[a]e ={a}

[x]e = 0(x)

[e]e ={¢e}

[c1 e]e = [ai]e - [e]e
[@]e =0

[a v e]e  =lalevlc]e

[rec x —» cJo = U{F" (@) | n€ N} mit F(X) = [c](¢,{x~ X})

5~ rec x - ¢ wird auf den kleinsten Fixpunkt der zugehorigen Funktion
F:P(A*) > P(A*) abgebildet.

5" Die Umgebung wird verwendet, um die Bedeutung von x zu klaren; beim
rec-Konstrukt wird die Umgebung erweitert: ‘,” ist der bekannte und beliebte
Kommaoperator.

VI Grammatiken

Ralf Hinze
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Semantik
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32. Denotationelle Semantik — Teaser

Die dem Ausdruck rec x - x zugeordnete Funktion ist

F(L) =L

Fixpunktiteration:

%)
F(Q)=0

5" Die Bedeutung von rec x — x ist die leere Sprache.

5" Die Funktion F hat unendlich viele Fixpunkte — jede Sprache ist Fixpunkt dieser
Funktion. Der kleinste Fixpunkt ist die leere Sprache.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Denotationelle
Semantik
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VI Grammatiken

32. Denotationelle Semantik — Teaser Rl Hinze

Die dem Ausdruck rec x — a x b zugeordnete Funktion ist

G(L)={a}-L-{b} |
Fixpunktiteration: ?mk"
%)

G@)={a} -2 -{b}=0 J

5" Die Bedeutung von rec x — a X b ist ebenfalls die leere Sprache.

5" Zum Knobeln: Wieviele Fixpunkte hat G?



VI Grammatiken

32. Denotationelle Semantik — Teaser Rl Hinze

Die dem Ausdruck rec x — x* zugeordnete Funktion ist

H(L) = L* |

Semantik

Fixpunktiteration: Vertiefun

%)
H(®@) =% ={&
H(H(2)) = {e}" = {&}

5" Die Bedeutung von rec x — x* ist {&}.
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VI Grammatiken

32. Vertiefung Rl iuze

Im Folgenden spezifizieren wir schrittweise die kontextfreie Syntax von Mini-F#,
eingeschrankt auf die in Teil III eingefiihrten Konstrukte.

Vertiefung

Das zugrundeliegende Alphabet ist die Menge aller Mini-F# Lexeme. Wir verwenden
» num als Bezeichner fiir die Sprache aller Numerale,
» ident steht fiir kleine Bezeichner und
» Ident entsprechend fiir groRe Bezeichner.
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VI Grammatiken

32. Vertiefung Rl iuze

Versuchen wir uns an der kontextfreien Syntax einfacher arithmetischer Ausdriicke.

¥ec expr — NUM | expr + expr | expr * expr J

Vertiefung

=5 Der kontextfreie Ausdruck ist an die Baumsprache fiir Ausdriicke angelehnt: ein
arithmetischer Ausdruck ist
» entweder ein Numeral,
» oder ein Ausdruck gefolgt von dem Symbol + gefolgt von einem weiteren
Ausdruck,
» oder ein Ausdruck gefolgt von dem Symbol * gefolgt von einem weiteren
Ausdruck.
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VI Grammatiken

32. Vertiefung Rl iuze

Aus dem kontextfreien Ausdruck lasst sich das Wort 4711 + 815 * 2765 ableiten —
wir kiirzen den Ausdruck mit E ab und fithren der Ubersichtlichkeit halber nicht alle
Reduktionsschritte auf:

E—E+E
— num+ E
— 4711 + E
— 4711+ E* E
— 4711 + num * E
— 4711+ 815 * E
— 4711 + 815 * num
— 4711 + 815 * 2765

Vertiefung




32. Vertiefung

Es gibt aber noch eine zweite mogliche Reduktionsfolge:

E—E*E
— E+E*E
— num+ E * E
— 4711+ E* E
— 4711 + num * E
— 4711 + 815 * E
— 4711 + 815 * num
— 4711 + 815 * 2765

5> Problem: der obige kontextfreie Ausdruck ist mehrdeutig; ein Wort kann auf
verschiedene Weisen abgeleitet werden.

VI Grammatiken

Ralf Hinze
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VI Grammatiken

32. Vertiefung — mehrdeutige Grammatiken Ralf Hinze

I¥" Warum ist das ein Problem?

Die kontextfreie Syntax dient einzig und allein dem Zweck, aus der linearen Folge von
Lexemen die hierarchische Struktur eines Programms zu rekonstruieren.

Die beiden unterschiedlichen Reduktionsfolgen legen aber einen unterschiedlichen
hierarchischen Aufbau nahe:

Vertiefung

+ *
7N\ 7\
4711 * + 2765
/" N\ /N
815 2765 4711 815

Die Semantik ordnet den beiden Syntaxbdumen eine unterschiedliche Bedeutung zu.

5" Der obige kontextfreie Ausdruck ist ungeeignet zur Beschreibung arithmetischer
Ausdriicke, da er nicht jedem Ausdruck einen eindeutigen abstrakten Syntaxbaum
zuordnet.



32. Operatoren — Prafix- und Postfixnotation

Was ist zu tun?

Wir konnen die Syntax von Mini-F# Ausdriicken tiberdenken und arithmetische

Operatoren nicht zwischen die Argumente schreiben, sondern davor oder dahinter.

» Priifixnotation (wie in Scheme):

¥ec expr — Num | + expr expr | * expr expr

» Postfixnotation (wie in PostScript):

¥ec expr — NUM | expr expr + | expr expr *

5~ Beide Syntaxen sind eindeutig. (Warum?)

VI Grammatiken

Ralf Hinze
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VI Grammatiken

32. Operatoren — Infixnotation RalfHinze

Die allermeisten Sprachen notieren aber — wie auch Mini-F# — Operatoren infix.
Warum?

3> Wahrscheinlich, weil sie der mathematischen Tradition folgen. Das ist natiirlich
nur eine halbwegs befriedigende Antwort, klart sie doch nicht, warum die Notation
tatsdchlich sinnvoll ist.

Um den Griinden auf die Spur zu kommen, betrachten wir eine Summe aus drei
Zahlen. Infixnotation:

Vertiefung

4711 + 815 + 2765 J

» Priifixnotation: + 4711 + 815 2765 und + + 4711 815 2765.
» Postfixnotation: 4711 815 + 2765 + und 4711 815 2765 + +.

[=¥” Semantisch sind beide Varianten gleich, da die Addition assoziativ ist. Prafix- und
Postfixnotation machen einen Unterschied, wo es keinen gibt. Allein die Infix-Notation
stellt uns nicht vor die Wahl.
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VI Grammatiken

32. Operatoren — Assoziativitat RalfHinze

Assoziative Operatoren und Funktionen:
» Disjunktion: | |,
Konjunktion: &&,
Addition: +,
Multiplikation: x, Vertefun

| 2
>
| 2
» Konkatenation von Strings: A,
» Minimum: min,

» Maximum: max,

» Konkatenation von Listen: @,
» der Kommaoperator: ‘,’.

I Nicht alle assoziativen Funktionen notieren wir tatsachlich infix, bei allen wiirde
es sich aber anbieten.
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VI Grammatiken

32. Operatoren — Assoziativitat RalfHinze

5" Wo Licht ist, ist auch Schatten.

Es hat sich eingebiirgert, auch nicht assoziative Funktionen infix zu notieren: ‘
> Subtraktion: oo

4711 - 815 - 2765 J Vettung

I - 4711 - 815 2765 und - - 4711 815 2765 sind unterschiedlich. Die
Infixschreibweise klart nicht, welche Variante gemeint ist.

» Potenzfunktion (power (x, n) wird zu x ** n):

4711 % 815 ** 2765 J

I=5° Das gleiche Problem.



VI Grammatiken

32. Operatoren — Links- und Rechtsassoziierung Ral e

Es bedarf einer Festlegung:
» Die Subtraktion wird allgemein als linksassoziierend festgelegt:

a-b-c steht fur -—-abc J

» Die Potenzfunktion wird allgemein als rechtsassoziierend festgelegt:

a** b **xC steht fur *% qg**bc J




VI Grammatiken

32. Operatoren — Klammern RalfHinze

Was machen wir, wenn wir die andere Variante benotigen, die wir infix nicht
ausdriicken konnen?

In diesem Fall behilft man sich mit Klammern, die die Gruppierung explizit machen:
» Subtraktion:

Vertiefung

4711 - (815 - 2765) J

» Potenzfunktion:

(4711 %% 815) ** 2765 |

5" Klammern sind ein Hilfsmittel der konkreten Syntax.
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VI Grammatiken

32. Operatoren — Klammern Ralf Hinze

Mit Hilfe von Klammern lassen sich die Begriffe links- und rechtsassoziierend noch
einmal verdeutlichen:

» Ist der Operator ‘@’ linksassoziierend, dann steht

adbodc fir (a®b)®c J

» ist der Operator rechtsassoziierend, dann steht

a®bdc fir a® (b&c) J
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VI Grammatiken

32. Operatoren — Assoziativitat RalfHinze

Zwischenfazit: die Infixschreibweise ist semantisch motiviert:

(a®b)dc=a& (b& ) ]

Bei nicht assoziativen Funktionen bedarf es einer syntaktischen Festlegung:
» linksassoziierend: (a @ b) @ c,
» rechtsassoziierend: a @ (b @ c).

Vertiefung

5~ Eine solche Festlegung kann auch fiir assoziative Funktionen sinnvoll sein:
X$; @ (xs, @ xs3) und (xs; @ xs,) @ xs3 sind zwar gleichwertig, aber der erste
Ausdruck ist schneller ausgerechnet. (Warum?)



VI Grammatiken

32. Operatoren — Bindungsstarke Relf Hinze

Bietet eine Sprache mehrere Operatoren an, dann muss man kldaren, was passiert,
wenn zwei Operatoren aufeinandertreffen.

4711 + 815 * 2765 J

Vertiefung

Ist damit

> (4711 + 815) * 2765 oder

> 4711 + (815 * 2765) gemeint?
IZ” Gangige Konvention — Punkt- vor Strichrechnung — gibt der zweiten Alternative
den Vorzug.
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VI Grammatiken

32. Operatoren — Bindungsstarke Relf Hinze

Hat man zwei beliebige Operatoren vor sich, @ und ®, so lasst sich der Konflikt mit
Hilfe der sogenannten Bindungsstdrke l6sen.

a®bec J e

Man stellt sich vor, dass @ und ® um den Operanden b streiten; der Operator mit der
hoheren Bindungsstarke zieht ihn an sich. vertetong

» Hat @ die hohere Bindungsstirke, dann ist gemeint

(a®b)®c J

» Hat ® die hohere Bindungsstirke, dann entsprechend

a® (b c) J

5~ Die Bindungsstarke wird oft mit Hilfe natiirlicher Zahlen spezifiziert, etwa ‘+’ hat
die Bindungsstarke 0 und ‘x’ hat die Bindungsstarke 1.



VI Grammatiken

32. Operatoren — eindeutige Grammatiken Relf Hinze

Zuriick zu unserer Aufgabe, der Aufstellung einer Syntax fiir einfache arithmetische
Ausdriicke.

Wir kénnen die Grammatik eindeutig machen, indem wir Assoziierung und

. " . . . . . . Vertiefung
Bindungsstarke der Operatoren in die Beschreibung »hineinprogrammierenc.
rec expr, — expr, | expr, + expr,

and expr, — expr, | expr, * expr,

and expr, — num | ( expr )

I5° Die Grammatik ist verschrdnkt rekursiv. die Bezeichner expr , expr, und expr,
sind in allen rechten Seiten sichtbar.



32. Operatoren — eindeutige Grammatiken

rec expr, — expr, | expr, + expr,
and expr, — expr, | expr, * expr,
and expr, - num | ( expr,, )

Idee: E; umfasst nur Ausdriicke, deren oberster Operator eine Bindungsstdrke von i
oder mehr hat.

» E, umfasst alle Ausdriicke,
» F, umfasst nur Produkte und
» E, umfasst nur atomare oder geklammerte Ausdriicke.

5" Die Grammatik legt + und * als rechtsassoziierend fest. (Warum?)

VI Grammatiken
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VI Grammatiken

32. Operatoren — eindeutige Grammatiken Relf Hinze

Die Grammatik ist eindeutig: jeder arithmetische Ausdruck lasst sich auf genau eine
Art und Weise ableiten.

Zum Beispiel:

E,— E +E,
— E, + E,
— num + E,
— 4711 + E,
— 4711 + E;
— 4711+ E, * E;
— 4711 + num * E;
— 4711 + 815 * E;
— 4711 + 815 * E,
— 4711 + 815 * num
— 4711 + 815 * 2765

Vertiefung
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VI Grammatiken

32. Operatoren — eindeutige Grammatiken Relf Hinze

Fazit: die naheliegende Syntax fiir arithmetische Ausdriicke ist mehrdeutig.

Um die Syntax eindeutig zu machen, muss man Vereinbarungen tiber die
Assoziierung (links- oder rechtsassoziierend) und die Bindungsstarke (0 ...) treffen.

Vertiefung

Lasst man die Vereinbarungen in die Sprachbeschreibung einflieRen,
» nimmt diese an Umfang zu und

» an Leserlichkeit ab.

=" In der Praxis beldsst man es oft bei der mehrdeutigen Syntax und fiihrt die
zusatzlichen Vereinbarungen getrennt davon auf. So werden wir es auch halten.
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VI Grammatiken

32. Syntax von Mini-F# RalfHinze

Die Erweiterung von kontextfreien Ausdriicken um verschrankte Rekursion ist auch
notwendig fiir die Beschreibung von in-Ausdriicken. Diese involvieren eine zweite
syntaktische Kategorie: Definitionen.

Vertiefung
vec expr — ident | num | expr + expr | expr * expr | decl in expr
and decl — et ident = expr

Ausdriicke und Definitionen sind verschrankt rekursiv: Ausdriicke beinhalten
Definitionen und umgekehrt.
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VI Grammatiken

32. Syntax von Mini-F# — Mehrdeutigkeiten Ralf Hinze

Auch diese Grammatik ist mehrdeutig: der in-Ausdruck

let n=4711inn+n J

Vertiefung

hat zwei mogliche Interpretationen:
» (let n=4711inn)+n
P let n=4711 in (n+ n)

I3 Der Unterschied ist groB, meint doch das zweite Vorkommen von n in beiden
Ausdriicken etwas anderes!
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VI Grammatiken

32. Syntax von Mini-F# — so weit nach rechts wie moglich —

Metaregel: wir vereinbaren, dass sich ein in-Ausdruck so weit nach rechts wie moglich
erstreckt.

let n=4711inn+n  steht fir let n=4711in (n+ n) J

Genau wie die Vereinbarungen iiber Assoziierung und Bindungsstarke kann man auch vertetong
diese Metaregel

» in die Syntax hineinprogrammieren oder
> als separate Bemerkung zur Sprachbeschreibung hinzufiigen.

I3 Alternativ kann man das Ende des Sichtbarkeitsbereiches explizit markieren:
let n=4711 in n+ n end.
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VI Grammatiken

32. Syntax von Mini-F# — so weit nach rechts wie moglich —

Die Vereinbarung »so weit nach rechts wie moglich« wird in Mini-F# fiir zwei andere
Konstrukte verwendet:

> Alternativen: if e, then e, else e;.

» Funktionsausdriicke (anonyme Funktionen): fun x — e.
5" Der Ausdruck fun x — x + x ist mehrdeutig: (fun x - x) + x und fun x - (x + x) it
stehen als Interpretationen zur Wahl.

Der erste Ausdruck ist nicht typkorrekt, deswegen wird der zweiten Variante der
Vorzug gegeben.

=5 Da die Metaregel »so weit nach rechts wie moglich« in der Regel die sinnvolle
Variante auswahlt, wird das Ende von Alternativen und Funktionsausdriicken wie bei
in-Ausdriicken nicht explizit markiert.
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VI Grammatiken

32. Syntax von Mini-F# — Notation RalfHinze

Fiir die Syntaxbeschreibung von Mini-F# verwenden wir mehrere abkiirzende
Notationen:
» ¢* steht fiir eine mindestens einmalige Wiederholung von c: rec X — ¢ | ¢ x; B
» ¢/ fiir eine mindestens einmalige Wiederholung, bei der die ¢ Elemente durch
s Elemente getrennt werden: rec X - c | C S Xx;
» ¢} fiir eine beliebige Wiederholung, bei der die ¢ Elemente durch s Elemente
getrennt werden: € | c; .
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32. Syntax von Mini-F# — Grammatik

// Ausdriicke
rec expr — aexpr atomarer Ausdruck
| if expr then expr else expr Alternative
| Tet decl” in expr lokale Deklaration
| expr || expr Disjunktion
| ...
| expr + expr Addition
| ...
| fun apat* -> expr Funktionsabstraktion
| aexpr aexpr* Funktionsapplikation
| expr : type Typangabe
and aexpr - num Numeral
| ident Bezeichner
| Cexpr) Gruppierung

3> Atomare Ausdriicke miissen niemals geklammert werden.
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32. Syntax von Mini-F# — Grammatik

// Deklarationen

and decl — pat = expr Wertedefinition
| funcdecl Funktionsdefinition
| rec funded;'mI rekursive Funktionsdefinitionen
and fundecl — ident apat* : type = expr Funktionsdefinition
// Muster
and pat — apat atomares Muster
| pat : type Typangabe
and apat - ident Bezeichner
| ( pat* ) Tupelmuster oder Gruppierung
// Typausdriicke
and type  — atype atomarer Typ
| type * type Tupeltyp
| type —> type Funktionstyp
and atype — Ident Typbezeichner
| (type) Gruppierung

VI Grammatiken
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32. Syntax von Mini-F# — Operatoren

Ausdriicke

rechtsassoziierend

1= rechtsassoziierend

nicht assoziierend

| linksassoziierend
linksassoziierend

< =< =< >=> linksassoziierend

A rechtsassoziierend

i @ rechtsassoziierend

+ - linksassoziierend (infix)

* /% linksassoziierend

sedk rechtsassoziierend

Funktionsapplikation linksassoziierend

+ -1 linksassoziierend (prefix)

linksassoziierend

Muster

| rechtsassoziierend
& rechtsassoziierend

Typen

-> rechtsassoziierend
* nicht assoziierend

VI Grammatiken
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren Relf Hinze

>

>

>

Zur Erinnerung: fiir regulare Ausdriicke haben wir Akzeptoren generiert, indem
wir systematisch alle Rechtsfaktoren berechnet haben.

Das Verfahren lasst sich nicht auf kontextfreie Ausdriicke tibertragen, da diese
im Allgemeinen unendlich viele Rechtsfaktoren besitzen. pe—

Beispiel: die »Klammersprache« E = rec x — € | a x b hat die Rechtsfaktoren

a\E=a\(e1aEb)=Eb
b\E=b\(¢1aEb)=0 J

Wenn wir bereits ein a gesehen haben, erwarten wir als Rest einen korrekten
Klammerausdruck gefolgt von einem b.

a\Eb=a\(¢1aEb)b=Eb’
b\Eb=b\(¢1aEb)b=c¢ J

Sehen wir ein weiteres a, dann miissen nach dem Klammerausdruck zwei bs
kommen. Und so weiter ...
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren — Idee Relf Hinze

» Beobachtung: E tritt im Rechtsfaktor wieder auf, allerdings gefolgt von
unterschiedlichen Ausdriicken (b, b?, ...).

Parserx

a\E =a\(e1aEb) =Eb
a\Eb=a\(¢1aEb)b=Eb’

» Idee: der »Akzeptor« fir E kann durch eine rekursive Funktion implementiert
werden, wenn wir ihn mit dem Akzeptor fiir den Folgeausdruck parametrisieren.

type Follow = List (Alphabet) — Bool
let accept-E (follow : Follow) : Follow J

I3~ Der Parameter follow legt fest, was nach E erwartet wird.
I3 Die Typdefinition fiihrt ein sogenanntes Typsynonym ein, eine Abkiirzung
fiir den Typ auf der rechten Seite.
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren — Klammersprache Relf Hinze

Mit diesem Ansatz sieht der Akzeptor fiir den kontextfreien Ausdruck b — ein
einzelnes Terminalsymbol — wie folgt aus. S
let accept-b (follow : Follow) : Follow = fun input —

match input with

| B:: rest — follow rest

| — — false

I Fangt die Eingabe mit einem b an, wird die Uberpriifung der restlichen Eingabe an
follow delegiert.

5> Anderenfalls ist die Eingabe nicht in der Sprache enthalten — fiir keinen
Folgeausdruck.
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren — Klammersprache Relf Hinze

Der Akzeptor fiir die Klammersprache:
Parser*
let rec accept-E (follow : Follow) : Follow = fun input —
match input with
| A rest - accept-E (accept-b follow) rest
| — — follow input

5" Fir jedes gelesene a wird der Folgeakzeptor um accept-b erweitert; nach dem
ersten b wird der akkumulierte Zopf von accept-bs abgearbeitet.

I¥° Wir konnen zihlen, ohne die nattirlichen Zahlen bemiihen zu miissen ;-).
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren — Klammersprache Relf Hinze

Parserx

Den gewiinschten Akzeptor fiir E erhalten wir, indem wir accept-E mit dem Akzeptor
fiir € aufrufen: accept-E end-of-input wobei end-of-input wie folgt definiert ist.

let end-of-input = fun input —
match input with
[[] - true
| _:_ — false

675



VI Grammatiken

33. Akzeptoren Relf Hinze

Zum Vergleich:
» Akzeptor fiir einen reguliren Ausdruck:

Parserx

accept-r,, : List (Alphabet) — Bool J

Ein Akzeptor fiir einen »isolierten« reguldaren Ausdruck.
> »Akzeptor« fiir einen kontextfreien Ausdruck:

type Follow = List (Alphabet) - Bool
accept-E: Follow — Follow J

Ein Akzeptor fir einen kontextfreien Ausdruck gefolgt von einem beliebigen
kontextfreien Ausdruck.

I=5” Ein weiteres Beispiel fiir die Programmiertechnik der Verallgemeinerung.
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren mit System Relf Hinze

Mit Hilfe dieses Ansatzes lasst sich zu jedem kontextfreien Ausdruck systematisch
ein korrespondierender Mini-F# Ausdruck, ein Akzeptor des Typs Follow — Follow,
konstruieren.

Parserx

Terminalsymbol a:

fun follow —
fun input —
match input with
| A:: rest — follow rest
| — — false

I3~ A ist das zu a korrespondierende Element des Alphabets.
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren mit System Ral e

Bezeichner Xx:

accept-x J

Parserx

Das leere Wort &:

fun follow —
fun input —
follow input

I3~ Wir nutzen & ¢ = c aus.
Kiirzer: fun follow — follow. Wie heillt diese Funktion?
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren mit System Relf Hinze

Die Sequenz c, c,:
ist accept; die Implementierung von ¢;, dann wird die Sequenz ¢, ¢, wie folgt
implementiert.

Parserx

fun follow —
fun input —
accept, (accept, follow) input

I Wir nutzen (¢, ¢;) ¢ = ¢ (¢, ¢) aus.
Kiirzer: fun follow — accept, (accept, follow). Wie heilt diese Funktion?
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren mit System Ral e
Die leere Sprache .
fun follow —

fun input —
false Parser

I Wir nutzen @ ¢ = & aus.

Die Alternative c, | c:
ist accept; die Implementierung von ¢;, dann wird die Alternative ¢; 1 ¢, wie folgt
implementiert.

fun follow —
fun input —
accept, follow input || accept, follow input

" Wir nutzen das Distributivgesetz (¢; | ¢,) c=¢; € | ¢, € aus.
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren mit System Relf Hinze

Der rekursive Ausdruck rec x — c:
ist accept die Implementierung von ¢, dann wird der rekursive Ausdruck rec x — ¢ Parser

wie folgt implementiert.

let rec accept-x (follow) =
fun input —
accept follow input
in accept-x

5~ Tritt x in ¢ auf, so kommt entsprechend accept-x in accept vor.
Kiirzer: let rec accept-x (follow) = accept follow in accept-x.



VI Grammatiken

33. Akzeptoren mit System Relf Hinze

Parserx

Der verschrdinkt rekursive Ausdruck rec x, — ¢, and --- and x,, — ¢, wird
entsprechend auf einen verschrankt rekursiven Mini-F# Ausdruck abgebildet.

let rec accept-x, (follow) = accept, follow
and ...
and accept-x, (follow) = accept, follow
in accept-x,;
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren mit System — Beispiel Relf Hinze

Setzen wir die Bausteine entsprechend zusammen, ergibt sich fiir die
Klammersprache

Parserx

recx— &1 axb J

der folgende kompakte Mini-F# Ausdruck.

let rec accept-x (follow : Follow) : Follow =
fun input —
follow input | | accept-a (accept-x (accept-b follow)) input
in accept-x

I=¥° Die Struktur des Mini-F# Ausdrucks spiegelt die Struktur des kontextfreien
Ausdrucks wider.
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VI Grammatiken

33. Akzeptoren mit noch mehr System Relf Hinze

Zu jedem kontextfreien Ausdruck korrespondiert ein Mini-F# Ausdruck.

Wir kénnen diese Korrespondenz auch explizit machen, indem wir den einzelnen
Bausteinen einen Namen geben und so eine Bibliothek fiir die Konstruktion von Parserx
Akzeptoren erstellen.

type Follow = List (Alphabet) - Bool
type Acceptor = Follow — Follow
let symbol (a: Alphabet) : Acceptor =
fun (follow : Follow) —
fun input —

match input with

1 [] — false

| b:: rest — a = b && follow rest
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33. Akzeptoren mit noch mehr System

let eps : Acceptor =
fun (follow : Follow) — follow

let seq (accept1 : Acceptor, accept, : Acceptor) : Acceptor =
fun (follow : Follow) — accept, (accept, follow)

let empty : Acceptor =
fun (follow : Follow) —
fun input — false
let alt (accept, : Acceptor, accept, : Acceptor) : Acceptor =
fun (follow : Follow) —
fun input — accept, follow input | | accept, follow input

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx



33. Akzeptoren mit noch mehr System — Beispiel

Mit Hilfe dieser Bibliothek kann der Akzeptor fiir die Klammersprache

recx—&c1axb

noch etwas kompakter definiert werden.

let rec accept-x (follow : Follow) : Follow =
alt (eps, seq (seq (symbol A, accept-x), symbol B)) follow
in accept-x

I3~ Die Struktur des Mini-F# Ausdrucks spiegelt exakt die Struktur des kontextfreien

Ausdrucks wider.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx
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VI Grammatiken

33. Beispiel — einfache arithmetische Ausdriicke Ral e

Probieren wir die Technik an einem weiteren Beispiel aus, den einfachen
arithmetischen Ausdriicken.
Parser
rec expr, — expr, | expr, + expr,
and expr, — expr, | expr, * expr,
and expr, - num | ( expr,, )

Das diesem Ausdruck zugrundeliegende Alphabet ist Token:

type Token = | Num of Nat | LParen | RParen | Asterisk | Plus J

5" Die offene Klammer ( wird durch den Konstruktor LParen reprasentiert; das
Numeral 4711 durch den Wert Num 4711.



VI Grammatiken

33. Beispiel — einfache arithmetische Ausdriicke Ral e

Die Umsetzung von

rec expr, — expr, | expr, + expr,
and expr, — expr, | expr, * expr,
and expr, - num 1 ( expr,, )

Parserx

geht mechanisch vonstatten:

let rec accept-expr, (follow : Follow) : Follow =
alt (accept-expr,,
seq (seq (accept-expr,, symbol Plus), accept-expr,)) follow
and accept-expr, (follow : Follow) : Follow =
alt (accept-expr,,
seq (seq (accept-expr,, symbol Asterisk), accept-expr,))  follow
and accept-expr, (follow : Follow) : Follow =
alt (accept_num,
seq (seq (symbol LParen, accept-expr,), symbol RParen)) follow

I3 Die Struktur des Mini-F# Ausdrucks (let ... in accept-expr,) spiegelt exakt die
Struktur des kontextfreien Ausdrucks wider. .



33. Beispiel — einfache arithmetische Ausdriicke

Zum Vergleich: der gleiche Akzeptor ohne Verwendung der Bausteine.

let rec accept-expr, (follow : Follow) : Follow =
fun input —
accept-expr, follow input
| | accept-expr, (symbol Plus (accept-expr, follow)) input
and accept-expr, (follow : Follow) : Follow =
fun input —
accept-expr, follow input
| | accept-expr, (symbol Asterisk (accept-expr, follow)) input
and accept-expr, (follow : Follow) : Follow =
fun input —
accept_num follow input
| | symbol LParen (accept-expr, (symbol RParen follow)) input

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx
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VI Grammatiken

33. Linksrekursion Relf Hinze
Jeder kontextfreie Ausdruck lasst sich systematisch in einen Mini-F# Ausdruck

uberfiihren. Ist damit der Fall abgeschlossen?

Nein! Die Umsetzung rekursiver Sprachen ist nicht perfekt. der kontextfreie Ausdruck

rec X - x wird auf den Mini-F# Ausdruck

Parserx

let rec accept-x (follow) —
fun input —
accept-x follow input
in accept-x

abgebildet, eine nichtterminierende Funktion.
Die Bedeutung von rec x — x ist aber die leere Sprache. Deren korrekte
Implementierung lautet

fun follow —
fun input —
false

eine stets terminierende Funktion.
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VI Grammatiken

33. Linksrekursion e

5" Das Problem der Nichtterminierung tritt immer dann auf, wenn der kontextfreie
Ausdruck linksrekursiv ist. Dann erfolgt der rekursive Aufruf, ohne dass die Liste
von Tokens verkleinert wurde.

Parserx

Beispiel: Klammergebirge.

recx—>&c1xaxb J

Der zugehorige Akzeptor terminiert fiir die Eingabe abab nicht.

Die dquivalente, rechtsrekursive Formulierung bereitet keine Probleme.

recx—¢c1axbx J

Beim rekursiven Aufruf des Akzeptors ist sichergestellt, dass die Eingabe verkleinert
wurde: der zu a korrespondierende Akzeptor hat vorher einen Buchstaben
konsumiert.



VI Grammatiken

33. Linksrekursion

Ralf Hinze

) Parserx
Fazit:

» Bei handgeschriebenen Akzeptoren muss man Sorge tragen, dass die rekursiven
Aufrufe auf kleineren Eingaben arbeiten.

» Linksrekursion ist um jeden Preis zu vermeiden.

» Zum Vergleich: Bei reguldiren Ausdriicken wird durch das Konstruktionsverfahren
sichergestellt, dass die Eingabe stets kleiner wird.
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VI Grammatiken

33. Parser e

» Ein Akzeptor beantwortet die Frage »Ist das gegebene Wort in der von dem Parserx
kontextfreien Ausdruck bezeichneten Sprache enthalten?«.

» Ein Parser beantwortet die gleiche Frage, gibt aber im positiven Fall zuséatzlich
einen semantischen Wert zurick.

» Im Fall arithmetischer Ausdriicke kann der semantische Wert

> der Wert des Ausdrucks oder
» der abstrakte Syntaxbaum des Ausdrucks sein.
> Der letztere Ansatz ist allgemeiner.
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VI Grammatiken

33. Abstrakte Syntax arithmetischer Ausdriicke Relf Hinze

Die abstrakte Syntax arithmetischer Ausdriicke kann mit einer rekursiven
Variantentypdefinition eingefangen werden. Parsers
type Expr =

| Const of Nat

| Add of Expr x Expr

| Mul of Expr = Expr

5~ Rekursive Variantentypen sind das Mini-F# Pendant zu Baumsprachen, so dass
wir die Baumsprache fiir arithmetische Ausdriicke im Wesentlichen tibernehmen

konnen.
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33. Ein Auswerter fiur arithmetische Ausdriicke

Aufgabe: evaluate soll einen arithmetischen Ausdruck auswerten.

Mit dem Struktur Entwurfsmuster fiir Expr erhalten wir:

let rec evaluate (expr : Expr) : Nat =
match expr with
| Const nat > ...
| Add (expr,, expr,) — ... evaluate expr, ... evaluate expr, ...
| Mul (expr,,expr,) — ...evaluate expr, ... evaluate expr, ...

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx
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33. Ein Auswerter fiur arithmetische Ausdriicke

» Rekursionsbasis: Fall expr = Const nat.

let rec evaluate (expr : Expr) : Nat =
match expr with
| Const nat — nat
| Add (expr,, expr,) — ... evaluate expr, ... evaluate expr, ...
| Mul (expr,,expr,) — ...evaluate expr, ... evaluate expr, ...

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx

» Rekursionsschritt: Fall expr = Add (expr,, expr,).

let rec evaluate (expr : Expr) : Nat =
match expr with
| Const nat — nat
| Add (expr,, expr,) — evaluate expr, + evaluate expr,
| Mul (expr,,expr,) — ...evaluate expr, ... evaluate expr, ...
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33. Ein Auswerter fiur arithmetische Ausdriicke

» Rekursionsschritt: Fall expr = Mul (expr , expr,).

let rec evaluate (expr : Expr) : Nat =
match expr with
| Const nat — nat
| Add (expr,, expr,) — evaluate expr, + evaluate expr,
| Mul (expr,,expr,) — evaluate expr, * evaluate expr,

5" Der Auswerter ist ein waschechter Interpreter.

Der Auswerter internalisiert die Auswertungsregeln e 4 v.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx
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VI Grammatiken

33. Parser — semantische Werte e

Ein Folgeakzeptor liefert einen Booleschen Wert als Ergebnis:

type Follow = List (Token) — Bool J Parser

Ein Folgeparser muss im Erfolgsfall einen semantischen Wert zurtickgeben. Aus dem
Typ Bool wird der Typ Option:

type Follow ('v) = List (Token) — Option ('v) J

5" Der Typparameter v spezifiziert den Typ des resultierenden Wertes, fiir unser
laufendes Beispiel ist der Typ zum Beispiel Nat (Semantik) oder Expr (abstrakter
Syntaxbaum).
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VI Grammatiken
33. Parser — semantische Werte Ralf Finze
Welche Anderungen ergeben sich fiir die Programme?

(»Kennen Sie den Weg zum Audimax?« Statt schroff mit »Jal« oder »Nein!« zu
antworten, sagt man im positiven Fall »Ja! Betreten Sie das Gebdude durch den
Haupteingang, dann halten Sie sich links ...«) Parser

Allgemein: wenn bei einer Programmtransformation aus dem Typ Bool der Typ
Option (t) wird, dann &ndert sich

» false zu None,

» true zu Some e mit e: t, und

» ¢, || e, bzw. if e, then true else e, wird zu

match e, with
| Some a - Some a
| None — e,

699



33. Parser — semantische Werte
Damit erhalten wir fiir end-of-input:

let end-of-input : Follow (Expr) =
fun input —
match input with
[[] - Some?
| = _ — None

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx

5" Woher nehmen wir das Argument fir Some?
Wir miissen end-of-input den Wert mit auf den Weg geben.

let end-of-input (e : Expr) : Follow (Expr) =
fun input —
match input with
[[] - Somee
| —:: _ — None

5" Aus einer Funktion des Typs Follow ist eine Funktion des Typs
Expr — Follow (Expr) geworden.
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VI Grammatiken

33. Parser — semantische Werte e

Idee: Jeder Parser tibergibt seinen semantischen Wert an den Folgeparser. Die
Funktion end-of-input ist der initiale Folgeparser.

Parserx

Ein Akzeptor hat den Typ

type Acceptor = Follow — Follow J

Ein Parser hat den Typ

type Parser ('a) = (‘a — Follow (Expr)) — Follow (Expr) J

5> Expr ist der Typ des semantischen Wertes, den der Folgeparser als endgtiltiges
Ergebnis zuriickgibt.
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VI Grammatiken

33. Parser — semantische Werte e

Welche Anderungen ergeben sich fiir die Programme?
» Aus

accept-expr, J

Parserx

wird zum Beispiel

parse-expr, (fune — ...) J

IS parse-expr, selbst iibergibt der bereitgestellten Funktion den semantischen
Wert.
> Aus

follow J

wird zum Beispiel

follow (Add (e, e,)) J

5" Dem Folgeparser wird der semantische Wert tibergeben. 00



33. Parser — einfache arithmetische Ausdriicke

Anderungen an dem Parser fiir einfache arithmetische Ausdriicke:

let rec parse-expr, (follow : Expr — Follow (Expr)) : Follow (Expr) =
fun input —
match parse-expr, (fun e — follow e) input with
| None —
parse-expr, (fun e; —
symbol Plus (
parse-expr, (fun e, -
follow (Add (ey,e5))))) input
| Some e - Some e

I symbol muss ebenfalls angepasst werden — zur Ubung.

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx
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33. Parser — einfache arithmetische Ausdriicke

Fortsetzung:

and parse-expr, (follow : Expr — Follow (Expr)) : Follow (Expr) =
fun input —
match parse-expr, (fun e — follow e) input with
| None —
parse-expr, (fun e; —
symbol Asterisk (
parse-expr, (fune, -
follow (Mul (e, e5))))) input
| Some e - Some e

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx
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33. Parser — einfache arithmetische Ausdriicke

Fortsetzung:

and parse-expr, (follow : Expr — Follow (Expr)) : Follow (Expr) =
fun input —
match parse-num (fun n — follow (Const n)) input with

| None —
symbol LParen (
parse-expr, (fun e —

symbol RParen (
follow e))) input
| Some e - Some e

I=5” Insgesamt ergibt sich das Bild einer Kollekte: es wird ein Korb herumgereicht;
jeder fligt ein paar Miinzen hinzu und reicht den Korb an den Nachbarn (den
Folgeparser) weiter. Am Ende der Kette wird der Korb geleert (end-of-input).

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx
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VI Grammatiken

33. Parser — einfache arithmetische Ausdriicke e

Jetzt wird es Zeit, den Parser in Aktion zu erleben.

Zu diesem Zweck kombinieren wir den Scanner lex mit dem Parser parse-expr,,. TR

let abstract-syntax-tree (input : String) : Option (Expr) =
parse-expr, end-of-input (lex (explode input))

function abstract-syntax-tree (input : String) : Option (Expr) =
parse-expr, end-of-input (lex (explode input))

I35~ explode Uiberfiihrt einen String in eine Liste von Zeichen; lex tiberfiihrt die Liste
von Zeichen in eine Liste von Tokens; parse-expr,, end-of-input uberfihrt die Liste von
Tokens in einen abstrakten Syntaxbaum.
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33. Parser — Demo

> abstract-syntax-tree "'4711"
Some (Const 4711)
>> abstract-syntax-tree "4711+815%2765"
Some (Add (Const 4711, Mul (Const 815, Const 2765)))
>»> abstract-syntax-tree "1+2+3+4"
Some (Add (Const 1, Add (Const 2, Add (Const 3, Const 4))))
>»> abstract-syntax-tree " (1+2)+(3+4) "
Some (Add (Add (Const 1, Const 2), Add (Const 3, Const 4)))
>> match it with Some expr — evaluate expr
10
>> abstract-syntax-tree " (1+2+3) *(4+5+6) "
Some (Mul (Add (Const 1, Add (Const 2, Const 3)),
Add (Const 4, Add (Const 5, Const 6))))
>> match it with Some expr — evaluate expr
90

VI Grammatiken

Ralf Hinze

Parserx
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33. Zusammenfassung

VI Grammatiken

Wir haben

>
>

vvyywvyy

v

Syntax und Semantik reguldrer Ausdriicke definiert, pe—

gesehen, wie man aus einem reguldren Ausdruck systematisch mit Hilfe der
Rechtsfaktoren einen Akzeptor herleitet,

die Begriffe Interpreter und Ubersetzer eingefiihrt,
Moglichkeiten und Grenzen reguldrer Ausdriicke kennengelernt,
regulare Ausdriicke um Rekursion erweitert: zu kontextfreien Ausdriicken,

gesehen, wie man aus einem kontextfreien Ausdruck systematisch einen
Akzeptor bzw. einen Parser herleitet,

die Gefahr der Nichtterminierung bei linksrekursiven Grammatiken besprochen.

Ralf Hinze
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VII Effekte

Ralf Hinze

Teil VII

Effekte
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VII Effekte

33. Knobelaufgabe #18 T

Ist es moglich, ein nicht-rekursives Programm zu schreiben, das nicht terminiert?

Nicht-rekursiv bedeutet, dass in dem Programm weder rekursive
Funktionsdefinitionen

letrecf (x;:t)):t, =...f ... J

noch rekursive Variantentypen

typeT=|...|..T...|.. J

verwendet werden durfen.
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33. Gliederung

@ Ein- und Ausgabe

@ Zustand

@ Listenbeschreibungen
@ Kontrollstrukturen

@ Ausnahmen

VII Effekte

Ralf Hinze
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VII Effekte

Ralf Hinze

Logik I

OOP VIII

Aus-
nahmen

Kontroll-
strukturen

Ein- und

Zustand Ausgabe
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33. Lernziele

Nach Durcharbeitung dieses Kapitels sollten Sie
» die Semantik externer Effekte erkliaren konnen,
» das Konzept des Speichers verstanden haben,
» Kontrollstrukturen kennen und verwenden konnen,
» Ausnahmen und deren Semantik erkldren konnen,
> effektfreie und effektvolle Ausdriicke unterscheiden kénnen.

VII Effekte

Ralf Hinze
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VII Effekte

33. Uberblick ol e

Dieses Kapitel ist dem Studium von Effekten gewidmet.

» Bisher: Eine Mini-F# Funktion ist eine Funktion im mathematischen Sinne: das
Funktionsargument bestimmt das Funktionsergebnis.

» Im Folgenden erweitern wir die Idee des Rechnens: ein Ausdruck kann neben
dem Wert zusatzlich einen Effekt haben.
» Externe Effekte:
> Ausgabe auf dem Bildschirm,
» die Anforderung einer Eingabe,
» das Einlesen von Sensordaten,
> die Steuerung eines Motors usw.
» Interne Effekte:
> cine Rechnung kann von einem Gedéchtnis abhingen oder das Gedachtnis verdndern;
> cine Rechnung kann ergebnislos abgebrochen werden und an anderer Stelle
wiederaufgenommen werden.
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VII Effekte

33. Eine Warnung vorneweg Ralf Hinze

5" Effekte verandern die Natur des Rechnens!

» Ist eine Funktion effektvoll, dann handelt es sich nicht mehr um eine Funktion im
mathematischen Sinne.
» Eine effektvolle Funktion kann bei gleichen Argumenten unterschiedliche
Resultate liefern!
» Gefahr:
Setzt man die neuen Sprachkonstrukte nicht mit Bedacht ein, dann
> leidet die Lesbarkeit von Programmen;
» Jeidet die Wartbarkeit von Programmen.
Wenn eine Funktion auf vielfaltigen Wegen mit ihrer Umwelt interagiert, dann
kann die Funktion nicht mehr isoliert verstanden werden, sondern die
vielfaltigen Verflechtungen miissen zusatzlich beriicksichtigt werden.
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VII Effekte

3 4 . MOthatiOn Ralf Hinze

Motivation

Aufgabe: In Kapitel 3 haben wir ein 2-Personenspiel programmiert, bei dem

Spielerin B eine von Spieler A ausgedachte Zahl raten musste. Beide Parteien wurden
bisher vom Rechner gestellt. Das wollen wir jetzt andern: der/die Benutzer/in soll die
Rolle von Spieler A iibernehmen.

Natiirlich wird Spieler A weiterhin durch eine Mini-F# Funktion realisiert,

let human-player (guess: Nat) : Bool J

aber es soll eine Funktion sein, die tiber Ein- und Ausgaben mit dem/der Benutzer/in
interagiert und deren Antworten weiterleitet.

Dazu benotigen wir grundlegende Funktionen zur Ein- und Ausgabe.
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VII Effekte

3 4 . D emo Ralf Hinze

Motivation

>»> player-B (human-player, 0,99)

Ist die Zahl gleich oder kleiner als 49 ? ja
Ist die Zahl gleich oder kleiner als 24 ? nein
Ist die Zahl gleich oder kleiner als 37 ? nein
Ist die Zahl gleich oder kleiner als 43 ? nein
Ist die Zahl gleich oder kleiner als 46 ? nein
Ist die Zahl gleich oder kleiner als 48 ? ja
Ist die Zahl gleich oder kleiner als 47 ? ja
47

I¥° Nach sieben Runden hat der Rechner die Zahl ermittelt.
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VII Effekte

34. Ausgabe Ralf Hinze

Motivation

Ausgaben auf dem Bildschirm werden mit Hilfe der Funktion putstring getatigt. Der
Aufruf

putstring "Hello, world!" J

wertet zu dem leeren Tupel ‘()’ aus und hat zusatzlich den Effekt, dass der String
"Hello, world!" ausgegeben wird.

5~ Die Funktion putstring ist das erste Beispiel fiir eine nicht-mathematische
Funktion. Der Funktionswert steht schon vor dem Aufruf fest; das Verhalten
entspricht dem der Funktion fun (s: String) — ().

5" Die Funktion putstring wird allein wegen ihres Effektes aufgerufen.
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VII Effekte

34. Eingabe

Ralf Hinze

Motivation

Eingaben von der Tastatur konnen mit Hilfe der Funktion getline eingefangen werden.
Der Aufruf

getline () J

liest eine einzelne Zeile ein, eine Folge von Zeichen, die von einem Zeilenvorschub
abgeschlossen wird. Der String ohne den Zeilenvorschub wird als Ergebnis
zuriickgegeben.

5" Auch getline ist keine mathematische Funktion. Ware sie eine, dann miisste sie
stets den gleichen String zuriickgeben.
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VII Effekte

34. »Query the user« .

Motivation

Wir kénnen putstring und getline kombinieren, um eine Funktion zu programmieren,
die den/die Benutzer/in zu einer Eingabe auffordert.

let query (prompt : String) : String =
let () = putstring prompt in getline () J

I Die lokale Bindung let () = e, in e, dient dazu, die Auswertung von zwei
Ausdriicken und damit das Auftreten von Effekten zu sequentialisieren:

» Zunichst wird e; ausgerechnet,
» dann wird das Ergebnis mit dem Muster ‘()’ abgeglichen,
» anschlieRend wird e, ausgerechnet.
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34. Syntaktischer Zucker

5~ »Bindungen ohne Bindungen« konnen mit dem bekannten und beliebten
Semikolonoperator abgekiirzt werden.

let query (prompt : String) : String =
putstring prompt; getline ()

J

Weiterhin erlauben wir die Definition let () = e mit do e abzukiirzen. (Wird in Teil VIII
haufiger verwendet.)

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
bstrakte Syr
tische Semanti
ische
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34. Motivation

Mit Hilfe von query konnen wir human-player kurz und knapp definieren.

let human-player (guess: Nat) : Bool =
query ("Ist die zahl gleich oder kleiner als
A show guessA"? ") ="ja"

5~ Der Ratekandidat guess wird ausgegeben; die Eingabe des/der
Benutzers/Benutzerin wird in einen Booleschen Wert verwandelt.

Zum Knobeln: Kann die menschliche Gegenspielerin mogeln?

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
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VII Effekte

34. Reihenfolge Ralf Hinze

Motivation

I3~ Effekte verandern die Natur des Rechnens: die Reihenfolge und die Multiplizitat
von Rechnungen spielen nunmehr eine Rolle.

Bisher: Die Komponenten des Paarausdrucks

(factorial 9, factorial 10) J

konnten in beliebiger Reihenfolge ausgerechnet werden.

Jetzt: Wenn factorial zusatzlich einen Effekt hat, dann spielt die Reihenfolge der
Teilrechnungen sehr wohl eine Rolle.
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VII Effekte

3 4 . MUItipliZitat Ralf Hinze

Ebenso ist relevant, wie oft eine Rechnung durchgefiihrt wird.

Bisher: Der Ausdruck

let f = factorial 9 in (f,f * 10) J

ist dquivalent zu dem Ausdruck

(factorial 9, factorial 10) J

Jetzt: Die Ausdriicke haben zwar den gleichen Wert aber wahrscheinlich einen
anderen Effekt.
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34. Demo

let rec factorial (n: Nat) : Nat =
putstring (show nA "\n");
if n=0 then 1 else factorial (n = 1) * n

>> (factorial 0, factorial 1)
0
1

0

(1,1)

>»> (factorial 1, factorial 0)

1

0

0

(1,1)

>» et f = factorial 0 in (f,f » 1)
0

(1,1)
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34. Motivation

Beispiel: Eingabe von Personendaten.

let input-person () : Person =
if contains (query "gender: ") ["f";"female" ] then
Female { name = query "name: "}
else
Male  {name = query "name: "
bald = contains (query "bald?: ") ["y";"yes"]}

I¥" Die Funktion contains : String — List (String) — Bool tiberpriift, ob das erste
Argument in der angegebenen Liste enthalten ist.

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
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VII Effekte

3 4 . Demo Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

nantik

Vertiefung

>>  input-person ()

gender: male

name : Ralf

bald? :yes

Male { name = "Ralf"; bald = true}

I3~ Warum haben wir input-person als Funktion des Typs Unit — Person definiert und
nicht einfach als Person?

727



VII Effekte

34. Abstrakte Syntax Ralf Hinze

Abstrakte Syntax

Die Ein- und Ausgabeoperationen putstring und getline lassen sich auf Funktionen
zuriickfiithren, die ein einzelnes Zeichen ausgeben bzw. einlesen (zur Ubung).

eu=--- Ausdriicke:
| getchar e Einlesen eines Zeichens
| putchar e Ausgabe eines Zeichens
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34. Statische Semantik

Die Ein- und Ausgabeoperationen verarbeiten einzelne Zeichen.

>+ e: Unit
> + getchar e: Char

>+ e: Char

>+ putchar e: Unit

VII Effekte

Ralf Hinze
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34. Dynamische Semantik

>
>

Die Auswertung verdandert sich mit dem Einzug von Effekten.

Wie miissen wir die Auswertungsregeln modifizieren, um Interaktionen mit der
Umwelt modellieren zu kénnen?

Beweisregeln sind genauso wenig interaktiv wie mathematische Funktionen!

Ein Ausdruck hat neben einem Wert zusatzlich einen Effekt. Die dreistellige
Relation

o—ed v

taugt nicht mehr fiir dieses Szenario.
Idee: Wir erweitern die Auswertungsrelation zu einer vierstelligen Relation

kel v

)

die eine Umgebung mit einem Ausdruck, einem externen Effekt t und einem Wert
in Beziehung setzt.

Was ist ein externer Effekt?

VII Effekte

Ralf Hinze

Dynamische
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34. Ereignisse

=" Wir modellieren einen externen Effekt als Sequenz von Ereignissen, wobei ein
einzelnes Ereignis die Ein- oder Ausgabe eines Zeichens ist.

¢ € Unicode

t € Event =
| in(c)
| out(c)

Ereignis
Eingabe von ¢
Ausgabe von ¢

VII Effekte

Ralf Hinze
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VII Effekte

34. Auswertungsregeln Rt oz

Semantik

Auswertungsregeln: ertetung

okel, ()
6 = getchar e V. iy €

OFed;c
6 + putchar e ¥ o) ()
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34. Beispiel

20930
@ + getchar () ¥,y "h'
@ + putchar (getchar ()) V). out(ny ()

1=z in(h) - out(h) ist nicht die einzige mogliche Ereignisfolge: auch in(a) - out(a)
oder in(1) - out(1) usw. sind denkbar, nicht aber in(h) - out(a) oder in(a) - out(h).

I Die Auswertungsrelation ist eine »echte« Relation und tragt damit der Tatsache
Rechnung, dass viele unterschiedliche Interaktionen mit dem/der Benutzer/in
moglich sind.

VII Effekte
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VII Effekte

34. Auswertungsregeln Relf Hinae

I=5° Da wir die Auswertungsrelation um ein Argument erweitert haben, miissen wir
alle bisher aufgefiihrten Auswertungsregeln anpassen!

Dynamische
Semantik

Jeder Teilausdruck kann einen Effekt haben:

(putstring "Hello, ";4700) + (putstring "world!";11) J

Die Auswertungsregel wird wie folgt abgedndert.

6re Uy m oFe U, m
6re +e Uy, n+n

I¥” Beide Teilausdriicke haben einen Effekt, t; bzw. t,; der kumulierte Effekt der
Summe ist t; - t,. Somit treten die Effekte des ersten Summanden vor den Effekten des
zweiten Summanden auf.
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VII Effekte

34. Auswertungsregeln Relf Hinae

" Allgemein werden Ausdriicke von links nach rechts abgearbeitet und Effekte

werden in dieser Reihenfolge sichtbar. Die Auswertungsregel R

o1e U v, o,e, Vv,
OFel v J

wird wie folgt erweitert:

61 l_el ‘U’tl Vl A 5n|_en Utn V}’l
oFe Url-...-tn v

I~ Die Reihenfolge der Effekte wird durch die Konkatenation der Ereignissequenzen
festgelegt.
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34. Auswertungsregeln: Beispiel e

Ralf Hinze

Statische Semantik

Beispiel: Die Regel fiir in-Ausdriicke R

Semantik

Vertiefung

6rd iy d 5,0/ el v
- (dine) U v

wird zu

oF-di, o 0,0/ Fel,v
Odinel, v
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34. Auswertungsregeln: Diskussion

>

>

v

Die Einfithrung von effektvollen Ausdriicken hat einen dramatischen Effekt auf
die Semantik von Mini-F#.

Die Auswertungsregeln legen nunmehr pedantisch fest, in welcher Reihenfolge
ein Programm abgearbeitet wird.

Das ist in gewisser Weise ein Riickschritt:

e +é

konnte bis dato gleichzeitig oder im Fachjargon parallel ausgerechnet werden.

Wenn wir weiterhin eine parallele Auswertung wegen des moglichen
Geschwindigkeitsvorteils anstreben, dann miissen wir sicherstellen, dass e; keine
Effekte hat: 6 - e; U, v;.

Diese Eigenschaft ist wie viele andere nicht formal entscheidbar!

Die Parallelisierung von Programmen ist eine der grofen Herausforderungen der
Informatik.

»The free lunch is over.«

VII Effekte

Ralf Hinze

Dynamische
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VII Effekte

3 4 . MO dUIarltat Ralf Hinze

I=5" Interaktive Programme sind wegen ihrer Interaktionen schwieriger zu lesen und
zu verstehen sind als effektfreie Programme.

Aus diesem Grund sollte man versuchen, Effekte auf einige wenige Funktionen zu
beschranken und so viel wie moglich effektfrei zu rechnen.

Vertiefung

Die Funktion query priift die Eingabe nicht auf Plausibilitat.
>> query "age: "
age : Hello, world !
"Hello, world!"
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VII Effekte

34. Eingabe mit Validierung Ralf Hinze

Idee: query mit einem Validator parametrisieren.

let checked-query (prompt : String,
check : String — Result ('value)) : 'value J

5" Ein Validator bildet einen String auf ein Element des folgenden Datentyps ab.

type Result ('value) =
| Okay of 'value
| Error of String

I3 Ist der String zuldssig, wird Okay value zuriickgegeben, wobei value der
semantische Wert des Strings ist, zum Beispiel eine natiirliche Zahl; schldgt die
Validierung fehl, wird Error msg zuriickgegeben, wobei msg eine aussagekraftige
Fehlermeldung ist.
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VII Effekte

34. Eingabe mit Validierung Ralf Hinze

5" Eine validierende Version von query:

let rec checked-query (prompt : String,
check : String — Result ('value)) : 'value =
match check (query (prompt A": ")) with
| Okayv —v
| Error msg — putline ("#%* " A msg);
checked-query (prompt, check)

5~ Es werden solange Eingaben angefordert, bis die Eingabe von check abgesegnet
wird. Im Fehlerfall wird der/die Benutzer/in auf den Fehler hingewiesen.

740



VII Effekte

34. Validierung Relf Hinae

I Validatoren sind einfache, effektfreie Funktionen:

let is-nat (s: String) : Result (Nat) =
if s<>"" && String.forall Char.IsDigit s then
Okay (Nat.Parse s)
else
Error "natural number expected"

I forall : (Char — Bool) — String — Bool Uberpriift, ob alle Zeichen eines Strings das
angegebene Pradikat erfiillen.

5 is-nat ist im Prinzip ein einfacher Parser!
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VII Effekte

3 4 . D emO Ralf Hinze

>> checked-query ("age", is-nat)
age : Hello, world !

* % + natural number expected
age:4711

4711

Vertiefung

Wir sollten zusatzlich verlangen, dass die Altersangabe kleiner als 123 ist.

3> checked-query ("age", both (is-nat, is-less 123))
age : Ralf

* % + natural number expected

age:4711

* % » number must be less than 123

age: 41

41
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VII Effekte

34. Validierung Ralf Hinze

Die Funktion both kombiniert zwei Validatoren: both (is-nat, is-less 123) fordert, dass
die Eingabe eine Folge von Ziffern ist und dass die korrespondierende Zahl kleiner
als 123 ist.

let both (first :'a— Result ('b),
second :'b — Result ('c)) :'a — Result ('c) =
fun x - match first x with
| Okay y  — second y
| Error msg — Error msg

I=5° Um den String nicht wiederholt in eine Zahl umwandeln zu miissen, wird der
semantische Wert des ersten Validators an den zweiten Validator weitergereicht:

» is-nat: String — Result (Nat)
P is-less 123 : Nat — Result (Nat)
» both (is-nat, is-less 123) : String — Result (Nat)
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VII Effekte

34. Validierung Rt oz

Motivation
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Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Die Funktion is-less kleidet die Vergleichsoperation < in Okay bzw. Error ein.

let is-less (n: Nat) : Nat — Result (Nat) = fun m —
if m < n then Okay m
else Error ("number must be less than " A show n)
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VII Effekte

34. Anwendungen Relf Hinae

I=3° Mit Hilfe von checked-query kénnen wir z. B. Eingaben auf eine vorgegebene R
Auswahl von Strings beschranken. :

let choice (prompt : String, choices : List (String)) : String =
checked-query (prompt,
fun s -
if contains s choices
then Okay s
else Error ("choices: " Aconcat", " choices))

5" Die Funktion concat : String — List (String) — String konkateniert eine Liste von
Strings und fiigt zwischen je zwei Elemente den angegebenen Separator, erstes
Argument, ein.
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34. Anwendungen

5~ Mit diesen Zutaten konnen wir die Funktion input-person neu definieren, diesmal

inklusive Validierung der getatigten Eingaben.

let input-person () : Person =

if contains
(choice ("gender",["f";"m";"female"; "'male"]))

["f";"female"]
then
Female { name = checked-query ("'name ", is-name) }
else
Male { name = checked-query ("'name ", is-name);

bald = contains
(Choice ("ba']d? ll, [nyn; Ilnll; "yeS"; llnoll]))

["y";"yes"]}

y

I Die Funktion is-name tiberpriift, ob die Eingabe ein giiltiger Name ist (zur Ubung).

VII Effekte

Ralf Hinze

746



34. Demo

>»  input-person ()

gender : sehr maskulin

* % * choices : f, m, female, male
gender: m

name : Ralf

bald :ja

* % % choices : y, n, yes, no

bald :y

Male { name = "Ralf"; bald = true}
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34. Trace

=" Ausgaben konnen auch beim Testen von Programmen niitzliche Dienste leisten.

let rec factorial (n: Nat) : Nat =

if n=0 then
Return 1
else

Return (Call factorial (n = 1) * n)

Mit Hilfe von Return wird der (Riickgabe-) Wert eines Ausdrucks protokolliert; mit
Hilfe von Call der aktuelle Parameter einer Funktion.

VII Effekte

Ralf Hinze
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34. Demo

>> Call factorial 10
call 10

call
call
call
call
call
call
call
call
call
call 0

return 1

return 1

return 2

return 6

return 24
return 120
return 720
return 5040
return 40320
return 362880
return 3628800
3628800

©

=N WA U1 N o
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VII Effekte

3 4 . Trace Ralf Hinze

I3 Die Fibonacci-Funktion zeigt ein lebhafteres Auf und Ab.

let rec fibonacci (n: Nat) : Nat =
Return (if n <1 then
n
else
Call fibonacci (n ~ 1) + Call fibonacci (n = 2))

Vertiefung

5" Die Funktion ist nach dem italienischen Mathematiker Leonardo da Pisa, genannt
Fibonacci, benannt, der mit dieser Funktion das Wachstum einer
Kaninchenpopulation modellierte.

I~ Die Funktion beantwortet die Frage »Wie viele Kaninchenpaare entstehen nach
n Monaten aus einem einzigen Paar, wenn jedes Paar ab dem zweiten Lebensmonat
ein weiteres Paar auf die Welt bringt?«.
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34. Demo

>> Call fibonacci 4
call 4
call 3
call 2
call 1
return 1
call 0
return 0
return 1
call 1
return 1
return 2
call 2
call 1
return 1
call 0
return O
return 1
return 3
3
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VII Effekte

3 4 . Trace Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik

Iet Return (X S ,a) : ,a = [\i\"l,“iy,i,““‘;:m
putline ("return " A show x); x Vertetung
=" Wertmalig ist Return die Identitat: das Argument wird als Ergebnis
zuriickgegeben.
let Call (f:'a—'b):'a—"b =
fun x — putline ("call " A show Xx); f x

I~ Wertmalig ist Call die Identitdt von Funktionen.
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VII Effekte

35. Knobelaufgabe #19 Ralf Hinze

Zustand

Die unendliche Folge

01020103010201040102010301020105.... J

ist invariant unter der folgenden Transformation.
> Jedes Element wird um 1 erhéht.
» An den Anfang und zwischen je zwei Elemente wird eine 0 gesetzt.

Programmieren Sie eine Funktion, die alle Elemente der Folge nacheinander ausgibt.
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VII Effekte

3 5 . MOthatiOn Ralf Hinze

Motivation

Assignment is undoubtedly the most characteristic feature of programming
a digital computer, and one that most clearly distinguishes it from other bran-
ches of mathematics.

— C.A.R. Hoare (1934-)
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VII Effekte

3 5 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Motivation

Wunsch: Die Protokollierung der Auswertung via Return und Call soll sich an- und
ausschalten lassen.

=" Ein globaler Schalter lasst sich mit den bisherigen Mitteln nicht realisieren.
Funktionen lassen sich bis dato nur tiber ihre Funktionsargumente steuern — oder
uber Eingaben des/der Benutzers/Benutzerin.

[=¥” Erweitert man Return und Call um ein Boolesches Argument, dann hat man viele
lokale Schalter, aber keinen globalen.
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VII Effekte

3 5 . MOthatiOn Ralf Hinze

Idee: ein Gedachtnis in Form einer Speicherzelle einfiihren, die abgefragt und
manipuliert werden kann. Motivation

I3 Ein Schalter kann durch eine Speicherzelle realisiert werden, die einen Booleschen
Wert enthalt.

let trace = ref false J

5~ Der Ausdruck ref false legt eine neue Speicherzelle an, einen Behalter fiir einen
Wert. Der initiale Inhalt der allokierten Speicherzelle ist false. Als Ergebnis des
Aufrufs gibt ref die Adresse der allokierten Speicherzelle zurtick.
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35. Motivation

5~ Mit Hilfe der Adresse kénnen wir den Inhalt der Speicherzelle abfragen.

Itrace

J

I Wertet e zu einer Adresse aus, so ermittelt !e den Inhalt der adressierten
Speicherzelle (lies: »bang e«).

Damit konnen wir eine Version von putline definieren, die sich von aullen iiber den
Schalter steuern lasst.

let traceline (s: String) =
if trace then putline s

5" Nur wenn der Inhalt der Speicherzelle true ist, erfolgt die Ausgabe. (Wo ist das
else?)

VII Effekte
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35. Motivation

I=3” Mit Hilfe der Zuweisung e; := e, konnen wir den Inhalt der von e; adressierten
Speicherzelle auf den Wert von e, setzen.

trace := true

Der Ausdruck schaltet die Protokollierung an.

trace := false

Der Ausdruck schaltet die Protokollierung aus.
IZ" Der Wert der Zuweisung ist jeweils ‘()’, unser liebgewonnener Dummywert.

In der Definition von Return und Call ersetzen wir putline durch traceline.

VII Effekte

Ralf Hinze
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35. Demo

>> factorial 1

1

3>  trace:= true
0

>> ltrace

true

>> factorial 1
call 0
return 1

return 1

1

3> trace:= false
0

>> ltrace
false

>> factorial 1
1

I ‘! ist keine Funktion im mathematischen Sinne: der gleiche Aufruf, !trace, fithrt
zu zwei unterschiedlichen Ergebnissen.
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VII Effekte
35. Exkursion: Module .
I¥° Namen zu erfinden ist schwer!

F# erlaubt es, Definitionen in sogenannten Modulen zusammenzufassen, die jeweils
einen eigenen »Namensraume« bilden.

Motivation

module Values.Modules
module Ann =

let name = "Ann"
module Bob =

let name = "Bob"

let hello = "Hello " A Ann.name A" and " A Bob.name A

y

Das Programm definiert das Modul Values.Modules, das zwei lokale Module, Ann und
Bob, enthalt. Der Bezeichner name wird zweimal definiert, lebt aber in zwei
unterschiedlichen Namensraumen.

Auf die definierten Werte kann mittels qualifizierter Namen zugegriffen werden:
Ann.name und Bob.name. (Von »aulen« entsprechend: Values.Modules.Ann.name.)

760



35. Exkursion: Module

Die Verwendung qualifizierter Namen ist oft miihselig.

module Values.Modules

module Ann =

let name = "Ann"
module Bob =

let name = "Bob"

open Ann
let hello = "Hello " AnameA" and " A Bob.nameA"!"

Mit open werden Namensraume geoffnet.

VII Effekte

Ralf Hinze
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VII Effekte

35. Bankkonto e

Motivation

5~ Speicherzellen konnen beliebige Werte enthalten:
» Boolesche Werte,
» natiirliche Zahlen,
» Funktionen,
» Adressen anderer Speicherzellen usw.

5" Eine Speicherzelle, die eine natiirliche Zahl enthalt, kann zum Beispiel verwendet
werden, um ein Bankkonto zu modellieren: der Inhalt reprasentiert den Kontostand.
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35. Bankkonto

module Account =

let private funds = ref 0

let deposit (amount : Nat) =
funds := !funds + amount

let withdraw (amount : Nat) =
let old = funds
funds := !funds — amount
old - funds

let balance () = !funds

5~ ‘=’ bezeichnet die Subtraktion auf den natiirlichen Zahlen (»monus«). Die
Differenz zwischen dem alten und dem neuen Kontostand wird zurtickgegeben.

VII Effekte

Ralf Hinze
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VII Effekte

35. Kapselung Ralf Hinze

Motivation

v

Die Speicherzelle funds ist lokal zu deposit, withdraw und balance.

» Der Zusatz private stellt sicher, dass der Bezeichner funds nur innerhalb des
Moduls sichtbar ist.

» Man sagt auch, der Zustand ist gekapselt; von aulen ist nicht sichtbar, dass die
Funktionen eine Speicherzelle verwenden.

» Der Kontostand kann nur mit Hilfe der Funktion balance eingesehen werden.

» Der Kontostand kann nicht direkt iiber eine Zuweisung veriandert werden,
sondern nur indirekt mit deposit und withdraw.

» Heimliche Kontomanipulationen sind in der Bankenwelt sehr ungern gesehen.
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35. Demo

>> Account.deposit 4711

0

>»> Account.withdraw 815
815

>  Account.withdraw 2765
2765

>> Account.withdraw 2765
1131

>> Account.withdraw 2765
0

IZ° withdraw ist keine mathematische Funktion: drei Aufrufe der Form
withdraw 2765, drei unterschiedliche Funktionsergebnisse.

VII Effekte
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VII Effekte

Endlich mal was, das einigermalen bekannt aussieht. Statt
@5 funds = funds + amount wiirde ich ja schreiben alf Hinze
/

funds = funds + amount

Motivation

Und ich habe schon gedacht, du hittest C++ vergessen ;-). J } u k

Mon dieu, dosch nischt ‘=’. Dasch ischt doch kein
Vergleich, sondern eine Zuweischung.

funds := funds + amount
NYY74
Na ja, es ist nicht gleich, aber es wird doch gleich gemacht. J @
m Aber die Ausdriicke links und rechts haben doch noch nicht
) einmal den gleichen Typ! J
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qZ Wieso das denn nicht? Links Nat (na ja, eigentlich VIl
O/ unsigned int)und rechts Nat. J Ralf Hinze

Dann darf ich auch schreiben:

4711 = 815 f’\
(W)

MYY74
@ Nattirlich nicht! Links muss eine Variable stehen!

Links Nat, rechts Nat.

auswertet. Der neue Inhalt der adressierten Speicherzelle steht

Genau. Links muss ein Ausdruck stehen, der zu einer Adresse m
. |\
dann auf der rechten Seite. J

N7
o«Z Aber dann ergibt doch funds + amount keinen Sinn: funds ist
O/ eine Adresse und amount eine Zahl. J

Genau. Deswegen schreiben wir in Mini-F# ja auch f 1
4
funds := funds + amount. J 120)
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VII Effekte

35. Abstrakte Syntax Ralf Hinze

Abstrakte Syntax

Wir erweitern Mini-F# um Speichermanipulationen.

eu= - Ausdriicke:
| ref e Allokation
| le Dereferenzierung
| e :=e Zuweisung

5" ref e allokiert eine Speicherzelle und gibt die Adresse der bzw. eine Referenz auf
die Speicherzelle zuriick. Aus diesem Grund heil’t der Zugriff !e auch
Dereferenzierung.
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35. Statische Semantik

Adressen erhalten einen Referenztyp; dieser ist mit dem Typ des Inhaltes
parametrisiert.

L= Typen:
| Ref (t) Referenztyp
Typregeln:
ket

3+ ref e: Ref (t)

3 e:Ref (t)
Sk le:t

3+ e : Ref (t) She:t
S ke =e:Unit
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VII Effekte

35. Statische Semantik .

Zur Erinnerung: Ausdriicke konnen beliebig miteinander kombiniert werden.

let p = (ref false, ref 0) J

I p hat den Typ Ref (Bool) * Ref (Nat).

Alle folgenden Ausdriicke sind zulassig:

I(fst p)
snd p:=4711
fst (swap p) := !(snd p) + 1
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VII Effekte

35. Dynamische Semantik Ralf Hinze

Die drei neuen Konstrukte manipulieren einen sogenannten (Haupt-) Speicher.

Dynamische
Semantik

Ein Speicher ist eine endliche Abbildung von Adressen auf Werte.

a € Addr Adressen
o € Addr -, Val Speicher J

I¥° Den Bereich der Adressen lassen wir abstrakt; wir fordern nur, dass es unendlich
viele Adressen gibt.
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VII Effekte

35. Dynamische Semantik Rl Hinze
» Die Auswertung verdndert sich mit dem Einzug von Effekten.
» Wie miissen wir die Auswertungsregeln modifizieren, um
Speichermanipulationen modellieren zu kénnen?

» Ein Ausdruck hat neben einem Wert zusitzlich einen Effekt. Die dreistellige e
Relation st

oFel v J

taugt nicht mehr fiir dieses Szenario.
P Idee: Wir erweitern die Auswertungsrelation zu einer fiinfstelligen Relation

oFo|el v|o J

Der Ausdruck e wertet zu v aus und bewirkt zusatzlich eine Zustandsanderung:
o ist der Speicher vor der Auswertung von e und ¢’ ist der Speicher nach der
Auswertung.
» (Im Interesse der Lesbarkeit lassen wir die Umgebung & unter den Tisch fallen —
ebenso ignorieren wir Ein- und Ausgaben.)
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VII Effekte

35. Dynamische Semantik

Wir miissen den Bereich der Werte um Adressen erweitern.

Ralf Hinze

Vo= Werte:
| a Adresse

Dynamische

Auswertungsregeln: Semantik

oled v|o’

a¢ domo’
o|refel al|o,{a—vVv} #
glledl al|o’
ol led og'(a)l| o’
gle Valo g e dv|o

ofe:=e ¥ ()]or{a-v}

I leist ein lesender Speicherzugriff; e, := e, ein schreibender Speicherzugriff.
Beachte: o’ (a) ist stets definiert.
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VII Effekte

35. Beispiel Ralf Hinze

Dynamische
Semantik

04 0| @
Q| refO ¥ a|{a~0}
& | ref (ref0) ¥ a, | {a,~ 0,a, — a; }

5~ Zundchst wird die Auswertung von ref 0 und dann die Auswertung von 0
angestoRen; 0 wertet zu 0 aus, ohne den (leeren) Speicher zu verandern; dann wird
eine Speicherzelle angelegt { a; — 0} und schlieRlich eine zweite {a, — a, }.
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VII Effekte

35. Auswertungsregeln Relf Hinae

5~ Da wir die Auswertungsrelation um zwei Argumente erweitert haben, miissen wir
alle bisher aufgefiihrten Auswertungsregeln anpassen!

Jeder Teilausdruck kann einen Effekt haben: e

(trace := true; factorial 9) + (trace := false; factorial 10) J

Die Auswertungsregel wird wie folgt abgeandert.

golle Vv |oy g e Vv, | o,
oolles+e ¥ vit+tv, | oy

5" Beide Teilausdriicke verandern potentiell den Speicher: e; dndert o, zu oy, e,
»sieht« den modifizierten Speicher und &ndert ihn zu o,.
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VII Effekte

35. Auswertungsregeln Relf Hinae

5~ Allgemein werden Ausdriicke von links nach rechts abgearbeitet und
Speicherverdanderungen werden in dieser Reihenfolge sichtbar. Die Auswertungsregel

Dynamische
Semantik

e; Vv, e U v, e, Vv,
el v J
wird wie folgt angepasst:
ogolle ¥ v | o oy le b v,|o, - 0p e ¥ v,|o,
ogolleVvio,

I=5° Der Zustand wird jeweils von Teilausdruck zu Teilausdruck weitergereicht. Man
sagt auch, der Zustand wird durchgefiidelt (engl. threading).
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VII Effekte

35. Vertiefung Rt oz

I Eine Speicherzelle vom Typ Ref (Nat) kénnen wir verwenden, um zu zéihlen, wie IR
oft eine bestimmte Funktion aufgerufen wird. (Zum Zwecke der =
Programmoptimierung.)

Vertiefung

Blick iber den
Tellerranc

let counter = ref O

let rec fibonacci (n: Nat) : Nat =
counter := !counter + 1;
if n<1 then
n
else
fibonacci (n = 1) + fibonacci (n = 2)
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VII Effekte

3 5 . Demo Ralf Hinze

Die Berechnung von fibonacci n ist aufwandig:

>»> counter := 0; let f = fibonacci 10 in (f, !counter)
(55,177)

> counter = 0; let f = fibonacci 20 in (f, !counter)
(6765,21891)

I=5° Die Anzahl der Aufrufe tibersteigt den Wert der Fibonaccifunktion in beiden
Fallen.
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VII Effekte

Ralf Hinze

35. Vertiefung

Wir konnen auch effektfrei zdhlen:

Vertiefung
Blick tiber den

let rec counting-fibonacci (n: Nat) : Nat = Nat =
if n<1 then

(n,1)
else
let (f}, ;) = counting-fibonacci (n = 1)
let (f>, c;) = counting-fibonacci (n = 2)
(h+ha+c+1) )

5~ Die Zahl ¢ der Aufrufe fiir die Berechnung von fibonacci n ist fast doppelt so grof
wie der Funktionswert von fibonacci (n+ 1), es gilt: ¢ = 2 - fibonacci (n+ 1) - 1.
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VII Effekte

35. Memoisierung Ralf Hinze

Problem: Die gleichen Funktionswerte werden wiederholt berechnet: fibonacci 8 wird
bei der Berechnung von fibonacci 20 insgesamt 233 mal (= fibonacci 12) neu
ausgerechnet.

Vertiefung

Idee: Wir merken uns die Aufrufe und greifen spater auf die memorierten Werte
zurtuick.

let memo-fibonacci=[| for i in0..99 — fibonacci i | | J

I5° Statt fibonacci n verwenden wir memo-fibonacci.[ n].
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VII Effekte

35. Memoisierung Relf Hinae

Abstrahieren wir von 0. .99 und von fibonacci, erhalten wir

Vertiefung

ber den
al

let memo (dom : Nat, func : Nat —'v): Nat - v = Bt
let
memo-table = [| for iin0..dom =1 — funci|]
in
fun (n: Nat) — memo-table.[ n]
let memo-fibonacci = memo (100, fibonacci)
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VII Effekte

3 5 . Demo Ralf Hinze

fsi Memao.fs
o Vertiefung

5~ Ungliicklicherweise dauert die Auswertung von fibonacci extrem (!) lange, da
zundchst die Tabelle vollstandig gefiillt wird.

5~ Eigentlich schwebt uns eine bedarfsgetriebene Fiillung der Tabelle vor: erst wenn
ein Funktionswert angefordert wird, berechnet memo den entsprechenden
Tabelleneintrag.
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VII Effekte

35. Memoisierung Ralf Hinze

I3 Wenn wir Tabelleneintrage dandern wollen, miissen wir statt einem Array von
Zahlen ein Array von Speicherzellen verwenden.

Jede Speicherzelle nimmt einen von zwei moglichen Zustdanden an: B

» »der Funktionswert wurde noch nicht berechnet« oder
» »der Wert wurde berechnet und er lautet ...«.

I3~ Die beiden Zustande konnen wir mit Elementen des Datentyps Option
modellieren:

» None bzw.
» Some value, wobei value der berechnete Wert ist.

5" Die Memotabelle hat somit insgesamt den furchteinfloRenden Typ
Array (Ref (Option ('a))) statt Array (‘a) wie bisher.
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35. Memoisierung

let memo (dom: Nat, func : Nat —'v): Nat - 'v =
let
memo-table = [| for i in0..dom ~ 1 — ref None |]
in
fun (n: Nat) —
match !memo-table.[ n] with
| None — let v = funcn
do memo-table.[ n] := Some v
\%
| Somev — v

let memo-fibonacci = memo (100, fibonaccti)

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Blick iber den
Tellerrand
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VII Effekte

3 5 . Demo Ralf Hinze

fsi Memao.fs Vertiefung
>> memo-fibonacci 99

5" Die Auswertung der beiden Definitionen dauert nunmehr keinen Fingerschnips.

5~ Jetzt tritt eine lange (!) Stille ein, wenn wir memo-fibonacci 99 aufrufen: die
rekursiven Aufrufe der Fibonacci Funktion werden nicht memoisiert.
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35. Memoisierung

Was ist zu tun?
» Wertedefinitionen diirfen nicht rekursiv sein.
» Die Wertedefinition in eine Funktionsdefinition zu tiberfiihren,

let rec fibonacci (n: Nat) : Nat =
memo (100, fun fib (n: Nat) —
if n<1 thenn
else fibonacci (n = 1) + fibonacci (n - 2)) n

ist verfiithrerisch, aber nicht sinnvoll: Fiir jeden rekursiven Aufruf wird eine neue
Memotabelle angelegt!

» Wir konnen die rekursiven Aufrufe memoisieren, indem wir memo keine
Funktion des Typs Nat — "v tibergeben, sondern eine Funktion des Typs

(Nat —»'v) - (Nat - 'v)

die uiber die rekursiven Aufrufe abstrahiert.

VII Effekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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35. Memoisierung

let rec-memo (dom : Nat, functional : (Nat —'v) — (Nat —'v)): Nat - v =
let memo-table = [| for i in0..dom = 1 — ref None |]

let rec memo-f (n: Nat):'v =
match !memo-table.[ n] with
| None - let v = functional memo-f n
do memo-table.[ n] := Some v
%
| Some v - v
in
memo-f
let memo-fibonacci =
rec-memo (100,
fun fib - fun n —»
ifn<1
then n
else fib (n=1)+ fib (n=2))

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Blick iber den
Tellerrand
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VII Effekte

35. Memoisierung Ralf Hinze

Vertiefung

fsi Memao.fs
>»> memo-fibonacci 99
354224848179261915075

5" Der Lohn der Anstrengungen: sowohl die Definition von memo-fibonacci als auch
alle Aufrufe von memo-fibonacci sind in Windeseile ausgerechnet; auch die rekursiven
Aufrufe fiillen die Tabelle.
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35. Knobelaufgabe #20

Knut Don ist auf die Idee gekommen, natiirliche Zahlen durch Baume zu
reprasentieren.

type Tree = | Tip | Fork of Tree » Tree

Der leere Baum stellt die Zahl 0 dar, der Baum Fork t; t, reprdsentiert
2™ + n,, wobei n; die Bedeutung von t; ist. Als Mini-F# Programm:

let rec nat (t: Tree) : Nat =
match t with
| Tip -0
| Fork (I,¥) — power (2, nat l) + nat r

Eine nattirliche Zahl hat viele Darstellungen: Fork I, (Fork L, ¥) und Fork L, (Fork L, r)
bezeichnen z.B. stets die gleiche Zahl. Fiir das Rechnen ist es vorteilhaft, eine
eindeutige Reprasentation zu haben. Deswegen fordern wir, dass stets 2" > n, gilt.

Implementieren Sie die arithmetischen und die Vergleichsoperationen fir diese
merkwiirdige Zahlendarstellung.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand
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35. Pascal und C

I3 In den Programmiersprachen Pascal (1970 geboren) und C (1972 geboren) spielen
Speicherzellen eine weitaus grofere Rolle als in Mini-F#.

Es wird gerechnet, indem Inhalte von Speicherzellen schrittweise verandert werden.

Schauen wir uns die Unterschiede etwas genauer an ...

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick tiber den
Tellerrand
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35. Pascal und C: Variablen

Mini-F#:

leti=ref O

Pascal:

var i:integer;

I=3" Initialisierung nicht moglich!
C:

int i = 0;

[~ Initialisierung nicht notig!

VII Effekte

Ralf Hinze

Ein- und
Ausgabe

Zustand
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Blick tiber den
Tellerrand

Listenbeschrei
bungen

Kontrollstruktu-
ren

Ausnahmen
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35. Pascal und C: Konstanten

Mini-F#:

let n=4711

Pascal:

const n = 4711;

C:

const int n = 0;

VII Effekte
Ralf Hinze

Ein- und
Ausgabe

Zustand
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung

Blick iiber den
Tellerrand

Listenbeschrei-
bungen

Kontrollstruktu-
ren

Ausnahmen
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35. Pascal und C: Funktionen
Mini-F#:

let succ (n: Nat) =n+1

Pascal:

function succ (n : integer):integer;
begin

succ :=n + 1
end;

C:

int succ (int n) {
return (n + 1);

}

5" Funktionen konnen nur deklariert werden. In C diirfen Funktionen nicht lokal
deklariert werden; in Pascal diirfen Funktionen nicht als Ergebnis zurtickgegeben

werden.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iiber den
Tellerrand
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35. Pascal und C: Zuweisung

Mini-F#:

i:=1+4711

Pascal:

i=14 + 4711

5" In Pascal und C werden auf der rechten Seite Speicherzellen automatisch
dereferenziert: man spricht auch von L- und R-Werten einer Variablen.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iiber den
Tellerrand
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VII Effekte

=9 o Ralf Hinze

(\/‘) Mini-F# hat tibrigens eine alternative Notation fiir
70 Speicherzellen, die Harry vielleicht entgegenkommt. J

Motivation

let mutable funds = 0 J Abstrakte Syntax

Statische Semantik

Mit mutable wird ein Bezeichner als veranderlich e

Blick iiber den

(&/”} gekennzeichnet: aus einem Namen fiir einen Wert wird eine Fellerrand
rey Speicherzelle. Zuweisungen an mutables werden wie folgt
notiert.
funds < funds + amount J
> A Ein veranderlicher Bezeichner wird automatisch dereferenziert.
g}/ Lies: funds wird zu funds + amount (engl. funds becomes
)

funds + amount). In Kiirze mehr dazu.
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VII Effekte

35. Pascal und C S

5" In Pascal und C diirfen Funktionen keine aggregierten Daten wie Paare oder
Records zurtickgeben.

Ausweg: Das Funktionsergebnis wird nicht iiber den Riickgabewert, sondern tiber das
Argument kommuniziert!

Blick iber den
Tellerrand

Mini-F#:
let rec factorial (n: Nat, result : Ref (Nat)) =
if n=0 then
result := 1
else
factorial (n = 1, result);
result := lresult * n

5" Der Funktion wird die Adresse iibergeben, unter der sie das Ergebnis ablegen soll
— ahnlich einem Postfach.
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35. Demo

>> let post-office-box = ref 10
val post-office-box : Ref (Nat)
> factorial (!post-office-box, post-office-box)

0
>> |post-office-box
3628800

5" Der zweite Ausdruck verwendet sowohl den L-Wert (post-office-box) als auch den
R-Wert ( !post-office-box) einer Variablen.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand
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VII Effekte

35. Pascal und C: call by reference Rt

Pascal:

procedure factorial (n : integer, var result : integer); .
begin
if n=0 then :
result := 1 et
else Tehemrand
begin
factorial (n - 1, result);
result := result * n
end
end;

I=5° Der zweite Parameter ist ein Variablen- oder Referenzparameter.

factorial (pob, pob); J

5~ Der erste Parameter wird call by value (R-Wert) libergeben, der zweite call by

reference (L-Wert). 798



35. Pascal und C
C:

void factorial (int n, int* result) {
if (n == 0)
*result = 1;
else {
factorial (n - 1, result);
*result *= n;
}
}

5" Der zweite Parameter ist ein Zeiger auf eine Zahl — Cs Terminologie fiir Adresse;
* dereferenziert eine Adresse.

factorial (pob, &pob); J

5~ & ist der Adressoperator; dieser macht die automatische Dereferenzierung
rickgangig.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iiber den
Tellerrand
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VII Effekte

35. Lebensdauer p—

» Speicherzellen leben in Mini-F# prinzipiell ewig (der Speicher o wird stets
groRer, nie kleiner).
» In Pascal und C endet die Lebensdauer in der Regel mit dem Ende der
Sichtbarkeit: ist eine Variable nicht mehr sichtbar, wird sie deallokiert. i ber den

» Hoffnung: eine Speicherzelle wird nicht mehr benotigt, wenn ihre Adresse nicht
mehr sichtbar ist.

» In Mini-F# gilt dies nicht: funds ist nach Abarbeitung des lokalen Moduls nicht
mehr sichtbar, wird aber benotigt.

In Pascal ist die Hoffnung berechtigt. Aber: Verlust an Ausdruckskraft.

v

» In C gilt dies nicht wegen des Adressoperators. Trotzdem wird deallokiert. 155
dangling pointer.
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VII Effekte

35. Garbage collection Ralf Hinze

v

Wann und wie werden in Mini-F# Speicherzellen deallokiert?

» Speicherzellen werden deallokiert, wenn sie tatsdchlich nicht mehr benotigt e
werden und wenn der Speicherplatz knapp wird. Tellerand

» Diese Aufgabe ibernimmt ein sogenannter Garbage collector (engl. Miillmann),
ein wichtiger Bestandteil des Mini-F# Interpreters bzw. des Laufzeitsystems.

» Pascal und C verfiigen iiber keinen Garbage collector. Sie verwenden daher eine
einfachere, aber durchaus bewdhrte Form der Speicherorganisation: Variablen am
Anfang der Sichtbarkeit allokieren, am Ende deallokieren.
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35. Pascal und C: Listen

5" Da in Pascal und C das Konzept des Speichers dominierend ist, gehen diese
Sprachen auch die Implementierung von Datenstrukturen wie Listen oder Baumen
anders an. Wir programmieren eine typische Listenimplementierung in Mini-F# nach.

type List (‘a) = Ref (Item ('a))
and Item('a) = | Nil
| Cons of 'a » List ('a)

5~ Listen sowie samtliche Restlisten sind Speicherzellen.

Zum Vergleich: die Listenimplementierung aus Kapitel 4.

type List (‘a) = Nil | Cons of 'a + List ('a)

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iiber den
Tellerrand
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VII Effekte

35. Pascal und C: Listen s

Listenoperationen arbeiten typischerweise »in situ« (lat. am Platz) durch Modifikation B
der bestehenden Strukturen. ot

Blick iber den
Tellerrand

let rec append (list1 : List (‘a), list2 : List ('a)) =
match !list] with
| Nil — listl := list2
| Cons (x,xs) — append (xs, list2)

I Es wird keine neue Liste konstruiert.

803



VII Effekte

35. Pascal und C: Listen p—

Zum Vergleich: die Listenimplementierung aus Kapitel 4.

Vertiefung

let rec append (listl : List ('a), list2 : List ('a)) : List ('a) = T
match listl with
| Nil — list2
| Cons (x,xs) — Cons (x, append (xs, list2))

5~ append konstruiert eine Ergebnisliste.
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VII Effekte

3 5 . Demo Ralf Hinze

let primes = ref (Cons (2, ref (Cons (3, ref Nil)))) —
val primes : List (Nat) Abstakte Syntes

3>  primes ‘Jj:

{ contents = Cons (2, { contents = Cons (3, { contents = Nil}) }) } Vertetung
3> append (primes, vef (Cons (5, ref (Cons (7, ref Nil))))) Teterand
0

3> primes

{ contents = Cons (2, { contents = Cons (3, { contents =
Cons (5, { contents = Cons (7, { contents = Nil})})})}) }

v

5~ append hangt das zweite Argument an das erste an und modifiziert dieses dabei.
Die urspriingliche Liste hat sich nach diesem Aufruf verfliichtigt.

I=5° Aus diesem Grund spricht man auch von einer ephemeren Datenstruktur
(griech. nur einen Tag dauernd, voriibergehend).
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35. Pascal und C: Listen

Zum Vergleich: die Listenimplementierung aus Kapitel 4:

>» let primes = Cons (2, Cons (3, Nil))

val primes : List (Nat)

3> primes

Cons (2, Cons (3, Nil))

>» append (primes, Cons (5, Cons (7, Nil)))
Cons (2, Cons (3, Cons (5, Cons (7, Nil))))
> primes

Cons (2, Cons (3, Nil))

I~ append ist nicht destruktiv: append (list1, list2) konkateniert die Listen list] und
list2; die Argumentlisten sind nach dem Aufruf unverandert, sie iiberdauern den
Aufruf.

I3~ Aus diesem Grund spricht man auch von einer persistenten Datenstruktur (1at.
anhaltend, beharrlich).

I=3” Persistente Datenstrukturen sind in der Regel ephemeren Datenstrukturen
vorzuziehen: da sie effektfrei sind, sind sie leichter zu verstehen, zu verwenden und
dariber hinaus auch flexibler.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand
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35. Pascal und C: Listen

I~ Die Gefahr von Effekten illustriert die folgende Sitzung.

>> primes

{ contents = Cons (2, { contents = Cons (3, { contents =
Cons (5, { contents = Cons (7, { contents = Nil})})})}) }

>> append (primes, primes)

0

>> primes

I~ Wir hingen die Liste der ersten funf Primzahlen an die Liste der ersten fiinf
Primzahlen und erhalten — ja, was eigentlich?

VII Effekte

Ralf Hinze

Vertiefung

Blick iiber den
Tellerrand
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VII Effekte

35. Pascal und C: Listen S

Die Auswertung terminiert nicht! Der Aufruf append (primes, primes) hat eine
zyKklische Liste konstruiert.

primes { Blick iiber den

)

5" Das Struktur Entwurfsmuster garantiert nicht langer, dass die nach dem Muster
gestrickten Funktionen auch terminieren!

" Aber es kommt noch schlimmer ...
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35. Losung Knobelaufgabe #18

5~ Selbst die Terminierung von nicht-rekursiven Funktionen ist nicht mehr
gewahrleistet!

let fac = ref (fun (n: Nat) - 0)
let factorial =
fac:= (fun (n: Nat) -
if n=0 then 1
else nx (!fac) (n=1))

Ifac
v

I=° Die erste Wertebindung allokiert eine Speicherzelle des Typs Ref (Nat — Nat). Die
zweite Wertebindung weist dieser Speicherzelle eine Funktion zu, die die in dieser
Speicherzelle enthaltene Funktion aufruft, also dank der Zuweisung sich selbst: ein
zyklisches Speichergeflecht, das Rekursion simuliert.

I Ersetzen wir die Alternative durch ( !fac) n, dann terminiert factorial nicht.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand
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VII Effekte

35. Verdnderliche e

Neben Speicherzellen bietet F# noch ein weiteres Konstrukt an, um Programme mit
einem Geddchtnis auszustatten: Verdnderliche bzw. Variablen.

let mutable funds = 0 J

Blick iber den
Tellerrand

5~ Mit mutable wird ein Bezeichner als veranderlich gekennzeichnet: Aus einem
Namen fiir einen Wert wird eine Speicherzelle.

Zuweisungen an mutables werden wie folgt notiert.

funds < funds + amount J

Lies: funds wird zu funds + amount. Wie in C oder Pascal wird ein veranderlicher
Bezeichner automatisch dereferenziert. Der Bezeichner funds hat den Typ Nat.
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35. Speicherzellen versus Veranderliche

Allokation Dereferenzierung Zuweisung
Speicherzelle ref e le e i=e,
Verdnderliche let mutable x = e X X<e

5" Die Vor- und Nachteile der automatischen Dereferenzierung haben wir bereits
diskutiert; sie gelten in gleicher Weise fiir mutables.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick tiber den
Tellerrand
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35. Speicherzellen, da capo

Nicht nur Bezeichner kénnen als veranderlich gekennzeichnet werden, auch
Komponenten von Records.

Implementierung von Speicherzellen:

type Ref ('value) =
{mutable contents : 'value}

let ref value =
{ contents = value}

let (1) cell =
cell.contents

let (:=) cell value =
cell.contents < value

VII Effekte

Ralf Hinze

Vertiefung

Blick iiber den
Tellerrand

5" Der Unterschied zwischen einer Speicherzelle, einer Adresse, und ihrem Inhalt
wird deutlich: cell ist die Speicherzelle und cell.contents ihr Inhalt.



The following anecdote is told of William James. [...] After a lecture on cosmology and the
structure of the solar system, James was accosted by a little old lady.

«Your theory that the sun is the centre of the solar system, and the earth is a ball which rotates
around it has a very convincing ring to it, Mr. James, but it’s wrong. I've got a better theory,«
said the little old lady.

»And what is that, madam?« inquired James politely.
«That we live on a crust of earth which is on the back of a giant turtle.«

Not wishing to demolish this absurd little theory by bringing to bear the masses of scientific
evidence he had at his command, James decided to gently dissuade his opponent by making her
see some of the inadequacies of her position.

»If your theory is correct, madam,”he asked, "what does this turtle stand on?«

«You're a very clever man, Mr. James, and that’s a very good question,« replied the little old lady,
»but I have an answer to it. And it’s this: The first turtle stands on the back of a second, far
larger, turtle, who stands directly under him.«

»But what does this second turtle stand on?« persisted James patiently.

To this, the little old lady crowed triumphantly, »It’s no use, Mr. James — it’s turtles all the way
down.«

— J. R. Ross, Constraints on Variables in Syntax

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick tiber den
Tellerrand



35. Perlenketten

Besteht ein Record aus mehreren Komponenten, kann man selektiv fiir jede
Komponente entscheiden, ob sie veranderlich sein soll.

type Necklace (‘elem) =
{bead :elem
mutable next : Necklace ('elem) }

type Necklace ('elem) =

{mutable bead : 'elem e
mutable next : Necklace ('elem) }

I~ Der Typ ist rekursiv definiert: Eine Kette besteht aus einer Perle und einer Kette,
die aus einer Perle besteht und einer Kette, die ...

I~ Wo ist der Basisfall?

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand
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35. Konstruktion einer Perlenkette
Wie konstruieren wir ein zyklisches Geflecht? Durch eine rekursive Wertedefinition!

let single x =

let vec item = ltem —
{bead = x @
next = item}
in item

I3 Rekursive Wertedefinitionen ergeben im Allgemeinen keinen Sinn:
let recn=n+ 1.

I3~ Die Auswertung von item ist trickreich:
» Zunachst wird let item = { bead = x; next = L } angelegt, wobei L ein beliebiger
Dummywert ist;
» dann wird mittels item.next < item der Dummywert durch den zyklischen
Verweis ersetzt.
Aus einer rekursiven Definition wird so ein zyklisches Geflecht.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand
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35. Nicht-leere Sequenzen

Wir kénnen Perlenketten verwenden, um nicht-leere, endliche Sequenzen von
Elementen darzustellen.

last1 — last2? )

& OG-

I3~ Wir verweisen jeweils auf das letzte Element der zu reprasentierenden Folge.
(Warum?)

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick tiber den
Tellerrand



VII Effekte

35. Nicht-leere Sequenzen: head und tail T

Kopfelement und Restliste:

let head (last : Necklace (‘elem)) : "elem = g‘ukmd
last.next.bead

let tail (last : Necklace (‘elem)) : Necklace ('elem) =
last.next < last.next.next
last

I=5” Perlenketten sind ephemeral: Die Funktion tail verandert ihr Argument.
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35. Nicht-leere Sequenzen: Konkatenation
Wir haben noch nicht verraten, warum wir ausgerechnet auf das letzte und nicht etwa

auf das erste Element verweisen.
Diese Darstellung erlaubt es, zwei Folgen in konstanter Zeit zu konkatenieren.

last, - last, -

® @06

Wir missen lediglich last,.next und last,.next vertauschen.

last, - last, -

N e ozoy =

let swap (p : Necklace (‘elem), q : Necklace (‘elem)) =
let tmp = p.next
p.next < q.next
q.next < tmp

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand




35. Nicht-leere Sequenzen: Konkatenation

Das Ergebnis der Konkatenation ist die zweite Folge.

let append (last, : Necklace (‘elem), last, : Necklace {‘elem)) : Necklace (‘elem) =
swap (last,, last,)
last,

I=5° Auch append verandert ihre Argumente: reprasentiert last; die Folge xs;, dann
» reprisentiert last, nach dem Aufruf von append die Folge xs; @ xs»,
» wihrend last, die Folge xs, @ xs; darstellt.

I=3° Eine perfekte Symmetrie: swap implementiert so etwas wie die »symmetrische
Konkatenation« zweier Folgen.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand
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VII Effekte

35. Nicht-leere Sequenzen: Aufspaltung Ralf Hinze

Mit Hilfe von swap konkatenieren wir zwei Listen; mit Hilfe von swap konnen wir aber
auch eine Liste aufspalten!

last, - last, -

Tellerrand

Wir miissen lediglich last,.next und last,.next vertauschen.

last, - last, -

& OG-

5~ Mit dem zweiten swap kehren wir zum alten Zustand zurtick!

Verbesserte Definition von tail:

let tail last = swap (last, last.next); last J
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35. Nicht-leere Sequenzen: Demo

>> let xs = append (single 1, single 2)

>> let ys = append (single 815, single 4711)

>3 swap (xS, yS)

0

> XS

{bead = 2; next = { bead = 815; next = { bead = 4711,
next = {bead = 1;next =...}}}}

> ys

{bead = 4711; next = { bead = 1; next = { bead = 2;
next = { bead = 815;next = ...} } } }

3> swap (Xs,ys)

9

> XS

{bead = 2; next = {bead = 1;next = ...} }

3> s

{bead = 4711; next = { bead = 815; next = ...} }

VII Effekte

Ralf Hinze
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Blick tiber den
Tellerrand

Listenbeschrei
bungen

Kontrollstruktu-
ren

Ausnahmen



35. Anwendung: Ringpuffer

Aufgabe: schreibe einen Akzeptor fiir die Sprache

(arb)*b(ar b)”

Wieviele Rechtsfaktoren hat die Sprache?

Idee: wir merken uns die letzten n + 1 Zeichen in einem Ringpuffer. (Eigentlich
mussten wir uns nur merken, ob das (i + 1)-te Zeichen von hinten ein b oder ein
anderes Zeichen ist.)

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand
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35. Anwendung: Ringpuffer — Beispiel

Mit Hilfe einer Perlenkette bewegen wir ein Sichtfenster iber die Eingabefolge.

j@ aaab
@@

-
®-®

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick tiber den
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35. Anwendung: Ringpuffer — Programm

Allokation eines Ringpuffers der GroRe n + 1:

let rec replicate (n: Nat) (a:'a) : Necklace ('a) =
if n =0 then single a
else append (replicate (n- 1) a, single a)

VII Effekte

Ralf Hinze

Der eigentliche Akzeptor:

let accept (n: Nat) : String — Bool =
let mutable buffer = replicate n 'a'
let rec loop = function
I[] - buffer.next.bead = 'b'
| x = xs — buffer < buffer.next
buffer.bead < x
loop xs
explode > loop

Blick tber d
Tellerrand

824



VII Effekte

35. Anwendung: Ringpuffer — Demo Ralf Hinze

>»> accept 3 "bb" >»> let accept3 = accept 3 -
false 3> accept3 "bb" R
3> accept 3 "bb" false S
false >> accept3 "bb" o
>> accept 3 "aa" true Bl bber den
false >»> accept3 "aa"
>> accept 3 "aa" true
false >> accept3 "aa"

false

y

Merkwiirdig?

Der Aufruf accept 3 erzeugt jeweils einen neuen Ringpuffer.

In accept3 ist ein Ringpuffer fest verdrahtet, der sich die vorherigen Eingaben merkt!
So wird die Eingabe sozusagen kontinuierlich fortgeschrieben.



35. Persistente versus ephemerale Listen: Laufzeit

persistent ephemeral
head konstant konstant
tail konstant konstant
cons konstant konstant

append linear zur Lange der ersten Liste = konstant

5~ Mit fortgeschrittenen Datenstrukturen lassen sich auch persistente Sequenzen
implementieren, die die Konkatenation in konstanter Zeit unterstiitzen.

VII Effekte

Ralf Hinze

Blick iber den
Tellerrand
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36. Knobelaufgabe #21

Nicht alle Elemente von Necklace (‘a) sind tatsachlich Perlenketten. Im Allgemeinen

haben die Elemente die Form eines Loopings: G
type Necklace ('a) =
{mutable bead :'a a
mutable next : Necklace (‘a)} I I : : @‘

Wie lasst sich der Anfang der »Loop« bestimmen? (Im obigen Beispiel die Perle 4,
ausgehend von a.)

Benotigen Sie zusatzliche Sprachfeatures? Kommt Ihr Programm mit konstantem
Speicherplatz aus?

VII Effekte

Ralf Hinze

Listenbeschrei-
bungen



36. Motivation e
Zur Erinnerung: Arrays konnen auf zwei Weisen konstruiert werden:
» durch Aufzahlung der Elemente: [|2;3;5;7;11]];
» durch Angabe einer Bildungsvorschrift: [|for i in 0..99 — i = il].
I Gilt in gleicher Weise fiir Listen.

Motivation

I [for i in e; — e, ] ist tatsdchlich eine Abktrzung fiir [ for i in e, do yield e, ].

I5° Array- bzw. Listenbeschreibungen sind sehr viel allgemeiner:

>»> [yield 4711;for iin0..5 do yield i * i]
[4711;0;1;4;9;16;25]

>»> [foriin0..9doif i%2 =1 then yield i * i]
[1;9;25;49;81]

I3 Mit einer einarmigen Alternative konnen Elemente gefiltert werden.

828



36. Motivation

I3~ Generatoren diirfen geschachtelt werden.

>»> [foriinl..8 do
for jinl..8 do
if (i+Jj)%2=0 then
yield (i, j)]
[(1,1);(1,3);(1,5); (1, 7); (2,2); (2,4); (2, 6); (2,8); (3,1); (3, 3)
(3,7);(4,2);(4,4);(4,6);(4,8);(5,1);(5,3):(5,5); (5, 7); (6, 2); (6, 4);
(6,6);(6,8);(7,1);(7,3):(7,5): (7, 7): (8,2); (8,4);(8,6);(8,8)

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation

¥ Positionen aller schwarzen Felder auf einem 8 X 8-Schachbrett.
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36. Abstrakte Syntax

Wir erweitern Ausdriicke um Listenbeschreibungen (analog fiir Arrays).

e € Expr := Ausdriicke:
| [ se] Listenbeschreibung

Innerhalb der Klammern steht ein sogenannter Sequenzausdruck, eine neue
syntaktische Kategorie.

se € SExpr := Sequenzausdriicke:
| yield e Element
| se;;se, Konkatenation
| if e then se Filter
| for xin e do se Generator

IZ yield e ist kein Ausdruck.

IZ” Statische Semantik, siehe Skript.

VII Effekte

Ralf Hinze

Abstrakte Syntax
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36. Dynamische Semantik

5~ Listenbeschreibungen sind »syntaktischer Zucker«: Sie versiifen das Leben beim
Programmieren, sind aber nicht lebensnotwendig.

I3~ Die Bedeutung der Konstrukte konnen wir erklaren, indem wir sie entzuckern, in
uns bekannte Ausdriicke tibersetzen. Zum Beispiel:

[for iin0..9doyieldixi]=map (funi—i*i)[0..9]
[if i%2=1thenyieldi*i] =if i%2=1then [ixi] else]|]

VII Effekte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik



VII Effekte

36. Dynamische Semantik Ralf inze

I Die Listenbeschreibung [ se] wird in den Ausdruck [se] tibersetzt, wobei [se] wie
folgt definiert ist.

[yield €] =[e] i
[sey; se] = [se,] @ [se,] Dymamic
[ if e then se] = if e then [se] else [ ] Vertetung

[for x in e do se] = collect (fun x — [se]) e

Die Funktion collect : ('a —'b list) — (‘a list - b list) ist vordefiniert:

let rec collect f = function

I =10

| x:xs - f x @ collect f xs

5> collect f list wendet f auf jedes Element von list an und konkateniert die
resultierenden Listen.
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VII Effekte

36. Dynamische Semantik: Beispiel Ralf Hinze

[for iin[0..9]doif i%2 =1 then yield i * i]
{ Ubersetzung Listenbeschreibung }
[foriin[0..9] doif i%2 =1 then yield i * i]
{ Ubersetzung Generator }
collect (funi— [ if i%2 =1 then yield i x i]) [0..9] somanth
{ Ubersetzung Filter }
collect (funi — if i%2 =1 then [yield i+ i] else [ ]) [0..9]
{ Ubersetzung yield }
collect (funi— if i%2=1then[i+i]else[])[0..9]
{ Definition von [I..u] }
collect (funi—if i%2 =1 then [i*i] else[])[0;1;2;3;4;5;6;7;8;9]
{ Definition von collect }
[le[l]e[]e[9]e[]e[25]@[]@[49]@[]@[81]
{ Definition von ‘@’ }

[1;9;25;49;81] 833



36. Vertiefung

I=¥” Mit Listenbeschreibungen lassen sich bequem »Datenbankanfragen«
formulieren. Beispiel: eine Priufungsdatenbank.

type Name = String // student name

type GUID =1Int  // student id (Globally Unique Identifier)
| ALG | FPR | IPR | OOP

| Insufficient | Sufficient

| Good | VeryGood | Excellent

type Student = { name : Name; guid : GUID }

type Result = { course: Course; guid : GUID; mark : Mark }

type Course
type Mark

let students : Student list =
[{name = "Ra'lf" guid = 4711 };
{name = "Lisa"; guid = 815 };...]
let results : Result list =
[{ course = ALG; guid = 4711; mark = Good 4
{course = FPR; guid = 815; mark = Excellent };
{course = FPR; guid = 4711; mark = Sufficient }; ...]

VII Effekte

Ralf Hinze
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36. Vertiefung: Datenbanken

Wie heilt der Student mit der Matrikelnummer 47117

let queryl : Name list =
[ for student in students do
if student.guid = 4711 then
yield student.name]

VII Effekte

Ralf Hinze

Liste die Ergebnisse der Vorlesung ALG.

let query2: Mark list =
[ for result in results do
if result.course = ALG then
yield result.mark ]




VII Effekte

36. Vertiefung: Datenbanken T

Welche Ergebnisse hat der Student namens "Ralf" erzielt?

let query4: Mark list =
[ for student in students do
if student.name = "Ralf" then
for result in results do
if student.guid = result.guid then
yield result.mark ]

Welche Student*in hat mindestens ein exzellentes Ergebnis in einem ihrer Kurse?

let query5 : Name list =
[ for result in results do
if result.mark = Excellent then
for student in students do
if result.guid = student.guid then
yield student.name]
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VII Effekte

3 7 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

[=3° Mit der Einfiihrung von Operationen zur Ein- und Ausgabe und zur
Speichermanipulation wird es notwendig, Effekte zu kontrollieren:

» Welche Effekte treten auf,

» in welcher Reihenfolge treten sie auf und

Motivation

» wie oft werden sie gegebenenfalls wiederholt?

Mit dem Einzug von Effekten verandert sich nicht nur die Natur des Rechnens, auch
der Programmierstil wird potentiell ein anderer.

» Der problemnahe, deskriptive Charakter (»Was?«) weicht
» einem maschinennahen, prdskriptiven Stil (»Wie?«).

Das »Wie«, der Kontrollfluss, kann mit speziellen Sprachmitteln, den
Kontrollstrukturen, prazisiert werden.



VII Effekte

3 7. Motivation Ralf Hinze

I=2° Eine for-Schleife kann verwendet werden, um effektvolle Ausdriicke
aneinanderzureihen:

>> print 4711;for i in0..5 do print (i * i)
4711

0

1

4

9

16

25

3> foriin0..9doif i%2 =1 then print (i* 1)
1

9

25

49

81

5" Kommt uns die Syntax bekannt vor? 838



VII Effekte

3 7. Motivation Ralf Hinze

Die Syntax erinnert stark an Sequenzausdriicke; lediglich yield ist durch print ersetzt
worden.

> foriinl..8 do
for jinl..8 do
if (i+j)%2=0 then
print (i, j)

(1,1)
(1,3)
(8,6)
(8.8)

839



37. Motivation

Es ist nicht zwingend, die Elemente auszugeben. Das folgende Beispiel illustriert
einen anderen Effekt.

let sum (xs: List (Int)) : Int =
let mutable acc = 0
for x in xs do
acc < acc + x
acc

5" Die Funktion sum summiert die Elemente der angegebenen Liste.

IZ° Eine for-Schleife wiederholt einen Effekt fiir alle Elemente einer Liste. Das ist
nicht fir alle Aufgabenstellungen adaquat ...

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
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37. Motivation

Mit Hilfe einer while-Schleife kann man die lineare Suche iterativ implementieren.

let linear-search (key :‘elem) (a: Array (‘elem)) : Option (Int) =
let mutable i = 0
while i < a.Length && a.[i] < key do
i<i+1
if i< a.Length&& a.[i] = key then Some i
else None

5" Der Rumpf der while-Schleife wird wiederholt, solange die Schleifenbedingung
wabhr ist.

I=5° while-Schleifen sind nur im Zusammenspiel mit Effekten sinnvoll. Die
Schleifenbedingung wird wiederholt ausgerechnet; damit sich der Wahrheitswert
andert, muss der Ausdruck von Benutzereingaben oder vom Speicher abhdngen.

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
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VII Effekte

3 7. MOthatiOn Ralf Hinze

Auch die bindre Suche lasst sich iterativ formulieren:

let ternary-search (key :'elem) (a: Array (‘elem)) : Option (Int) =

let mutablel =0

let mutable u = a.Length — 1

let mutable found = None

while 1 < u && found = None do Dynamis
let m=(l+u)=+2 Vertefung
if key<a[m] thenu<«~ m-1
elif key = a.m] then found < Some m
(> key >a.[m]*) else | <« m+1

found

5~ Wir definieren drei Verdanderliche: die Intervallgrenzen [ und u und den
Suchstatus found. Die Schleifenbedingung [ < u && found = None involviert alle drei
Veranderliche.



VII Effekte

37. Abstrakte Syntax Ralf Hinze

Ausdriicke vom Typ Unit, die nur ihres Effektes wegen ausgerechnet werden, heiRen
auch Anweisungen.

Abstrakte Syntax
tische Semantik

eu= Kontrollstrukturen: .
| e;e Sequenz
| if e, then e, einarmige Alternative
| if e, then e, else e; zweiarmige Alternative
| for xine, do e, beschrankte Wiederholung
| while e; do e, unbeschrankte Wiederholung




VII Effekte

37. Statische Semantik .

Die for-Schleife ist ein »Binder«: Die Schleifenvariable ist im Rumpf der Schleife
sichtbar.

Motivation

Abstrakte Syntax

3 € s List <tl> Z’ {Xl e tl} - e: Unit Statische Semantik
>+ for x; in e; do e: Unit e
3>+ ey : Bool >+ ey : Unit

> + while e, do e, : Unit

I3~ Der Schleifenrumpf ist jeweils eine Anweisung.



37. Dynamische Semantik

Schleifen sind wie Listenbeschreibungen syntaktischer Zucker.

I Die Schleife for x in e, do e, entspricht dem Aufruf foreach e, (fun x — e,),
wobei foreach wie folgt definiert ist.

let rec foreach (list : List ('a)) (body :'a — Unit) : Unit =
match list with

'] -0

| x:: xs — body x; foreach xs body

IZ° foreach ist endrekursiv. der rekursive Aufruf ist die »letzte Aktion« im
Funktionsrumpf.

VII Effekte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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37. Dynamische Semantik

3" Die Schleife while e; do e, wird in den Ausdruck
whiledo (fun () — e;) (fun () — e,) Uibersetzt.

let rec whiledo (test : Unit — Bool) (body : Unit — Unit) : Unit =
if test () then
body ()
whiledo test body

I3~ Warum hat test den Typ Unit — Bool?
5> Auch whiledo ist endrekursiv.

Verhdltnis Rekursion und Iteration:

» cine Schleife kann in eine endrekursive Funktion tibersetzt werden; und

umgekehrt

» kann eine endrekursive Funktion in eine Schleife iibersetzt werden.

5" Mehr dazu im Skript.

VII Effekte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik



VII Effekte

37. Vertiefung Ralf Hinze

Aufgabe: Sortieren eines Arrays an »Ort und Stelle« (engl. in place, lat. in situ), das
heiRt, ohne zusatzlichen Speicher zu allokieren.

>> let revenues = [| 815;4;7;1;1 |]

>> selection-sort revenues

0

3> revenues

[11;1;4;7;815 ] Verttung

Die Sortierfunktion hat kein interessantes Ergebnis, aber einen bemerkenswerten
Effekt: Nach dem Aufruf ist das Eingabearray sortiert.

5~ Was wir bisher verschwiegen haben: Auch Arrays sind verdanderlich; die Elemente
eines Arrays konnen mittels einer Zuweisung der Form a.[ e; | < e, verandert werden.

847



VII Effekte

37. Vertiefung: Sortieren durch Einfiigen Ral inze

Idee: Wir teilen das zu sortierende Array gedanklich in zwei Zonen auf.

0 Iji+1 n-1

a |<—'7 unbekannt I sortiert —H

Uber die linke, graue Zone wissen wir nichts; die rechte, griine Zone ist sortiert. Wir
lassen sie schrittweise wachsen, indem wir jeweils ein graues Element in die griine
Zone einfiigen.

Vertiefung




37. Vertiefung: Sortieren durch Einfiigen

let insertion-sort (a: Array (‘elem)) =
let n = a.Length
foriinn-2..-1..0do
let key = a.[i]
// insert key into the sorted sub-array a.[i+ 1],..,a.[n-1]
let mutable j =i+ 1
while j < n&& key > a.[j] do
alj-1] < al[j]
J<Jj+1
a.[j-1] < key

I [..d..r generiert die Elemente I, [ +d, [+ 2 - d, ..., 1.

VII Effekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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VII Effekte

37. Vertiefung: Sortieren durch Einfiigen Ralf inze

Schleifeninvariante: a.[i+1] < a.[i+2]<--<a[n-1] J

» die Initialisierung der Laufvariable etabliert die Invariante:

i=n-2 J

» der Schleifenrumpf erhélt die Invariante:

Vertiefung

let key = a.[i]

let mutable j =i+ 1

while j < n&& key > a.[j] do
alj-1] < al[j]
J<Jj+1

a.[j-1] < key

» nach dem letzten Schleifendurchlauf impliziert die Invariante die Nachbedingung:

r=- J 850




37. Vertiefung: Sortieren durch Auswahlen

Idee: Wir teilen das zu sortierende Array gedanklich in zwei Zonen auf.

0 i-11i n-1

a |<—'7 sortiert I % unbekannt —H

Die linke, griine Zone ist sortiert; iiber die rechte, graue Zone wissen wir nichts. Die
griine Zone wird schrittweise nach rechts ausgedehnt, indem jeweils das Minimum
der grauen Zone mit dem ersten Element der grauen Zone ausgetauscht wird.

Schleifeninvariante: Die griine Zone ist sortiert und die Elemente der griinen Zone
sind hochstens so groR wie die Elemente der grauen Zone.

VII Effekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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37. Vertiefung: Sortieren durch Auswahlen

let selection-sort (a: Array (‘elem)) =
let n = a.Length
foriin0..n-2 do
// determine minimum of a.[i],..,a.[n-1]
let mutable m = i
forjini+1..n-1do
if a.[j] < a.[m] then
m < j;
// swap a.[i] and a.[ m]
let tmp = a.[1]
ali] < a[m]
a.[m] < tmp

VII Effekte

Ralf Hinze

Vertiefung



37. Vertiefung: Sortieren durch Zahlen

Zur Erinnerung: Jedes Sortierverfahren, das auf dem Vergleichen von Elementen
basiert, benotigt im schlechtesten Fall mindestens 1 1g n Vergleiche.

5" Es nicht immer zwingend zu vergleichen; um ein Array zu sortieren, das nur
Zahlen aus einem gegebenen Intervall, O .. m, enthélt, bietet es sich an, zu zdhlen, wie
haufig jedes Element aus dem Intervall vorkommt. 155> Auch Arrays sind mutable:

let counting-sort (m: Int, array : Array (Int)) : Array (Int) =
let counts = [| for iin0..m— 0]
for j in array do
counts.[j] < counts.[j]+1
[l foriin0..mdo
for cin1..counts.[i] do
yield i ||

y

I Die Laufzeit ist proportional zu max{m, n}, wobei n die GroRe des Eingabearrays
ist.

VII Effekte

Ralf Hinze

Vertiefung



VII Effekte

3 8 . MOthatiOn Ralf Hinze

Nicht jede Rechnung lasst sich einem erfolgreichen Ende zufiihren:

815 + (4711 -7 % 673) + 1 J

IZ” Die Auswertungsregel fiir ‘=’ ist nicht anwendbar.

Motivation

> Die Teilrechnung 815 + (4711 — 7 » 673) kann nicht weitergefiihrt werden.
» Daraus folgt aber nicht, dass wir auch die Gesamtrechnung abbrechen sollten.

» Im Gegenteil: resultiert der Divisor zum Beispiel aus einer interaktiven Eingabe,
dann sollte das Programm den/die Benutzer/in auf den Fehler hinweisen.

» Wunsch: ein allgemeiner Mechanismus, um Ausnahmesituationen zu
signalisieren, Rechnungen abzubrechen und an anderer Stelle wieder
aufzunehmen.
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VII Effekte

38. Motivation: Werfen einer Ausnahme e

Idee: Eine Rechnung wird abgebrochen, indem eine sogenannte Ausnahme (engl.
exception) ausgelost wird. Die ausgeldste Ausnahme kann an einer anderen Stelle
behandelt werden; an dieser anderen Stelle wird die Rechnung fortgesetzt.

Bildlicher: eine Ausnahme wird geworfen und gefangen. vt
Die Division wirft die Ausnahme Div, wenn der Divisor Null ist.

>»> 815+ (4711 -7%673)+1
uncaught exception : Div J

5" Da die Ausnahme nicht gefangen wird, trifft der Wurf auf die
Benutzungsoberflache und fiihrt zu einer Fehlermeldung.
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38. Motivation: Werfen einer Ausnahme

3" Eine Ausnahme kann auch explizit mit raise geworfen werden.

>> raise Div + 1
uncaught exception : Div

I Dieser Ausdruck hat den gleichen Effekt wie 815 + (4711 - 7 %= 673) + 1.

5" Da die Rechnung abgebrochen wird, besitzt der Ausdruck raise Div + 1 keinen
Wert, sondern hat nur einen Effekt.

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
bstrakte Syntax
atische Semanti

ische



VII Effekte

38. Motivation: Fangen einer Ausnahme Ralf Hinze

Eine geworfene Ausnahme kann mit dem try-Konstrukt gefangen werden.

3>  try show (815 + (4711 -6 x 773) + 1) with | Div - "?"

II12II

>>> try ShOW (815 e (4711 - 7 * 673) s 1) With | DlV g ”?" Motivation
u?u

5~ Zwischen den Schliisselwortern try und with steht der auszurechnende
Ausdruck.

5~ Gelingt dessen Auswertung, so ist der berechnete Wert auch der Wert des
gesamten Ausdrucks.

5" Wird hingegen wihrend der Auswertung eine Ausnahme geworfen, dann kommt
der Teil nach dem Schliisselwort with zum Einsatz.
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VII Effekte

38. Motivation: Fangen einer Ausnahme Ralf Hinze

I=5” Passt die Ausnahme auf die linke Seite einer Regel, so wird mit der Auswertung
der rechten Seite fortgefahren.

non

Motivation
\bs:

>>  try show (815 + (4711 - 7 x 673) + 1) with | Div — "?" J

[~ Man sagt auch, die Ausnahme wird behandelt.

I=3” Passt kein Muster, so wird die Ausnahme weitergeworfen.

>>  try show (815 + (4711 -7 % 673) + 1) with | Match - "?"
uncaught exception: Div J




VII Effekte

3 8 . MOthatiOn Ralf Hinze

3" Ausnahmen sind normale Werte, Elemente des Typs Exception, und konnen wie
Elemente eines Variantentyps verwendet werden.

3> let exns = [|Div; Matchl] T
val exns : Array (Exception) s
>» match exns.[1] with | Div — "div" | Match - "match"

"match"

Zunichst wird ein Array von Ausnahmen konstruiert; anschlieRend wird das zweite
Arrayelement mit einer Fallunterscheidung analysiert.
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VII Effekte
3 8 . MOthathn Ralf Hinze

Die Ausnahme Match signalisiert, dass eine Fallunterscheidung fehlgeschlagen ist,
dass keines der angegebenen Muster auf den analysierten Wert gepasst hat.

let head (list : List (‘a)) :'a =
match list with
| Xi_—->X

Die Funktion head bestimmt das erste Element einer Liste; der Aufruf head e wirft die e
Ausnahme Match, wenn e zur leeren Liste auswertet. I=5° Mathematisch gesehen ist e
head eine partielle Funktion.

>» head (head ([]:[4711]:=[]))

uncaught exception: Match

>» try head (head ([]:[4711]:=[])) with | Match - 0
0

(I=z" Dichtung und Wahrheit: In F# wird tatsachlich eine
Microsoft.FSharp.Core.MatchFailureException geworfen, siehe Skript.)
860



38. Motivation: Definition von Ausnahmen

5" Man kann auch eigene Ausnahmen definieren, um Fehlerfille genauer
beschreiben zu kénnen.

exception Head

let head (list : List ('a)) :'a =
match list with
|[] - raise Head
| Xi_—>X

I3 exception fiihrt eine neue Ausnahme ein; der Datentyp Exception wird so um ein
Element erweitert.

5" Die neue Ausnahme wird geworfen, wenn head mit der leeren Liste aufgerufen
wird; der Programmtext dokumentiert auf diese Weise, dass head diesen Fall nicht
behandeln kann (oder will).

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
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38. Motivation

5" Ausnahmen konnen auch ein Argument haben, um Informationen vom Ort des
Abbruchs zum Ort der Wiederaufnahme zu schicken.

exception Insufficient of Nat

module Account =
let private funds = ref 0
let deposit (amount : Nat) =
funds := !funds + amount

let withdraw (amount : Nat) =
if 'funds > amount then
funds = !funds — amount
else
raise (Insufficient (!funds))

let balance () = !funds

I3~ Die Funktion withdraw bucht den gewiinschten Betrag nur ab, wenn das Konto
gedeckt ist. Die Ausnahme gibt den maximal abhebbaren Betrag an.

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
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VII Effekte

3 8 . MOthatiOn Ralf Hinze

Das urspriingliche Verhalten von withdraw — soviel abheben wie moglich — lasst
sich nachprogrammieren, indem man die geworfene Ausnahme fangt und dann das
Konto leerraumt.

Motivation

Abstrakte Syntax

let maximal-withdraw (amount : Nat) : Nat =
try
Account.withdraw amount; amount
with
| Insufficient rest — Account.withdraw rest; rest
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VII Effekte

38. Abstrakte Syntax

Wir erweitern Definitionen um Ausnahmedefinitionen.

Ralf Hinze

d:u=--- Deklarationen:
| exception C of t Definition einer Ausnahme J

I=3° Wird bei einer exception Definition kein Typargument angegeben, dann fassen
wir das, wie bei »normalen« Konstruktoren, als Abkiirzung fiir C of Unit auf.

Abstrakte Syntax

Wir erweitern Ausdriicke um Konstrukte zum Werfen und Fangen von Ausnahmen.

en=--- Ausdriicke:
| raise e Werfen einer Ausnahme
| try e with m Fangen einer Ausnahme

I3 Syntaktisch entspricht try e with m einer erweiterten Fallunterscheidung: e ist
ein Ausdruck und m eine Folge von Regeln der Form p — e.
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VII Effekte

38. Statische Semantik -

Ausnahmen haben den Typ Exception.

[o=--- Typen:
| Exception Typ der Ausnahmen J

=5 Der Typ entspricht im Wesentlichen einem Variantentyp mit dem Unterschied,
dass die Konstruktoren nicht sofort, sondern peu a peu mit Hilfe von exception
Definitionen eingefiihrt werden.

Statische Semantik

Typregeln:

exception C of t J

5" Eine Ausnahmedefinition wird dhnlich wie eine Variantentypdefinition
gehandhabt: der Ausnahmekonstruktor korrespondiert zu einer Funktion vom Typ
t — Exception. Wir erlauben es nicht, Ausnahmekonstruktoren zu redefinieren oder
lokal zu definieren.
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VII Effekte

38. Statische Semantik .

Typregeln:

>+ e: Exception
S+ raisee:t

Ske:t > - Exception with m: t
SkHtryewithm:t

I~ Die Regel m muss, angewendet auf eine Ausnahme, zu einem Element des Typs ¢
auswerten, siehe Skript.
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VII Effekte

38. Statische Semantik e

5 raise e hat einen beliebigen Typ!

Somit kann raise e tiberall verwendet werden:
» als Boolescher Wert: raise Div && e,
» als natiirliche Zahl: raise Div + 4711,
» als Funktion: (raise Div) 4711,
» als Paar: snd (raise Div),

Statische Semantik

> usw.

I2° raise e bricht die aktuelle Rechnung ab, deswegen kann der Ausdruck in jedem
beliebigen Kontext stehen; der Kontext bekommt den Wert von raise e ja niemals zu
Gesicht.
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VII Effekte

38. Knobelaufgabe #22 Rt oz

Ein kleiner Roboter wird in einem 2-dimensionalen Gitter ausgesetzt, das sich in alle
vier Richtungen unendlich ausdehnt. Der Roboter wird in einem Schritt in eine der
vier Himmelrichtungen bewegt; er meldet jeweils zurtick, ob er die Zielposition

bereits vorher besucht hat.

Motivation
A yntax
Statische Semantik
- @ - Dynamische
Semantik
v

Y ertiefung

v

Zum Beispiel: auf die Eingaben NEESWNNWSS anwortet der Roboter mit NNNNNYNNYY.

type Direction=| N |E| S| W
robot : Direction — Bool

Programmieren Sie den Roboter so, dass er zu jeder Eingabe die Ausgabe in

konstanter Zeit ermittelt. 868



VII Effekte

38. Dynamische Semantik Ralf Hinze

v

Die Auswertung verdandert sich mit dem Einzug von Effekten.

> Wie miissen wir die Auswertungsregeln modifizieren, um Ausnahmen
modellieren zu konnen?

» Eine Auswertung hat jetzt zwei mogliche Ergebnisse:

» einen »gewohnlichen« Wert wie 4711 oder
> einen »auRergewohnlichen« Wert wie Div.

» Idee: Wir modifizieren die Auswertungsrelation

Dynamische
Semantik

oFel r J

wobei r ein Resultat ist, ein Wert oder eine Ausnahme.
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VII Effekte

38. Dynamische Semantik Ralf Hinze

Die geworfene Ausnahme nennt man auch Paket.

¥ € Result Resultate

ri=v Wert S
| Paket ;)cyn::.‘.‘;che

5" Das Kastchen soll verdeutlichen, dass es sich um ein Paket handelt.

5" Der Inhalt des Pakets, zum Beispiel Div oder Insufficient 4711, ist ein normaler
Wert — statisch gesehen ein Element des Typs Exception.
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38. Dynamische Semantik

Auswertungsregeln:

kel v orel[v]
0+ raisee U [v] 0+ raisee U [V]

|

I~ Wenn bei der Auswertung von e bereits ein Paket geworfen wird (!), so wirft raise
dieses Paket weiter.

5~ Werte werden niemals doppelt verpackt: ein Ergebnis der Form gibt es nicht.

VII Effekte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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VII Effekte

38. Dynamische Semantik Ralf Hinze

Auswertungsregeln:

oFel v
o—tryewithm U v

St-el|v] SHvwithm{ r
Otryewithm U r

Dynamische
Semantik

or-ed V] 0 vwithm ¥ 4
6+tryewithm { [V]

=" Zundchst wird e ausgewertet (»die Auswertung wird versucht«).

5~ Resultiert die Auswertung in einem Wert, so ist dieser auch der Wert des
gesamten Ausdrucks (»der Versuch ist erfolgreich«).

I Wird das Paket | v | geworfen (»die Auswertung misslingt«), so fangt with das
Paket auf und packt es aus (6 - v with m U r beschreibt das »pattern matching,
siehe Skript). -



38. Dynamische Semantik

Insgesamt gibt es vier unterschiedliche Konstellationen:

try 4711 with | Div — 815 U 4711

=" Die »versuchte« Auswertung ist erfolgreich.

try 4711 + 0 with | Div - 815 { 815

5~ Die Auswertung misslingt; die Ausnahme wird gefangen und behandelt; die
Ausnahmebehandlung resultiert in einem Wert.

try 4711 + 0 with | Div — raise Match

5" Die Auswertung misslingt; die Ausnahme wird gefangen und behandelt; die
Ausnahmebehandlung resultiert in einem Paket.

try 4711 + 0 with | Match - 815 ¥

I=5° Die Auswertung misslingt; die Ausnahme wird gefangen, aber nicht behandelt;
die Ausnahme wird weitergeworfen.

VII Effekte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik

873



VII Effekte

38. Dynamische Semantik Relf Hinae

5~ Mit Hilfe von Ausnahmen konnen wir die fehlenden Auswertungsregeln fiir die
Division usw. nachtragen.

O0kFe V0 OFe 40
5'_el+92U 5i—e1%e2U ‘
SFel v S+Hvwithm{ 4 T

0 + match e with m U

e U s ke Vi

5 ede]

i ¢ doms
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VII Effekte

38. Dynamische Semantik Relf Hinae

5~ Wie immer miissen wir alle bisher aufgefiihrten Auswertungsregeln anpassen.

raise Div + raise Match J

Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische

Die folgenden beiden Regeln kommen zu der urspriinglichen hinzu: Semantik

Ste U [v] SkHe U n Ste U [v]
dte +e U [v] ote +e U [v] J

I3 Die Rechnung wird abgebrochen, wenn einer der beiden Summanden eine
Ausnahme wirft.
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VII Effekte

38. Dynamische Semantik Ralf inze
Im Allgemeinen miissen wir fiir eine Regel mit n Voraussetzungen n zusatzliche
Regeln angeben. Die Regel

o1 ¢e U v, or-e U v, opte, Vv,
kel v J

wird um die folgenden n Regeln ergdinzt: »

Statische Semantik

Dynamische

61 = e 0 Semantik
el o

o1 e U v, o -e U [Vv]
dte U [v]

o1 e U v, dr e U v, o Oy te, V[V
dte U [v]
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VII Effekte

38. Vertiefung: Panik Ralf inze

I=5° Nicht immer lasst sich eine abgebrochene Rechnung sinnvoll weiterfiihren.

exception Panic of String

let panic (message : String) :'a =
raise (Panic message)

5" Die Funktion panic hat den Ergebnistyp ‘a und zeigt damit an, dass sie keinen
Wert zurtickgibt. (Warum?)

877



VII Effekte

38. Vertiefung: panic Ralf Hinze

5" Wenn man mochte, kann man Panic Ausnahmen abfangen — am besten mit
einem try-Ausdruck um das komplette Programm.

try

with
| Panic msg —
putline ("panic! (the 'impossible' happened)\n" A msg A
"\nPlease report it as a bug to" A
"support@harry-hacker.org.")
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VII Effekte

38. Vertiefung Ralf Hinze

I3~ Der Begriff Ausnahme suggeriert, dass die Konstrukte raise und try tatsachlich
nur in Ausnahmesituationen verwendet werden sollten.

3" Das ist zwar prinzipiell nicht ganz falsch, schépft aber das Potential der
Konstrukte nicht aus.

Aufgabe: Produkt einer Liste von Zahlen berechnen. Mit dem Peano Entwurfsmuster
erhalten wir die folgende Definition. Vertefun

let product (list : List (Nat)) : Nat =
match list with
Il -1
| n:ns - n* product ns

5~ Enthalt die Liste irgendwo eine Null, dann wird unnotige Arbeit verrichtet.
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38. Vertiefung

exception Zero
let product (list : List (Nat)) : Nat =
try
let rec worker = function

Il -1

| n:: ns — if n=0 then raise Zero else n » worker ns
in worker list
with
| Zero - 0

I3~ Mit raise Zero »springen wir aus der Rekursion heraus«.

VII Effekte

Ralf Hinze

Motivation
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Statische Semantik

Dynamische
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Vertiefung
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VII Effekte

38. Vertiefung: einfache Parser

Ralf Hinze

I3~ Mit Hilfe von Ausnahmen konnen wir einfache Parser programmieren, hier
vorgefiihrt an der Funktion read-nat, die einen String in eine natiirliche Zahl
uberfihrt.

exception Read

let read-nat (s: String) : Nat =
let rec nat = function
] -0
| ¢::cs — if Char.IsDigit c then
Nat.ord ¢ = Nat.ord '0' + 10 = nat cs
else
raise Read

in
if s="" then raise Read else nat (List.rev (explode s))

v

5~ Diese Version beklagt sich, wenn der String leer ist oder wenn andere Zeichen als
Ziffern vorkommen.



VII Effekte

38. Vertiefung: Validatoren Rt oz

I3~ Diese Version von read-nat konnen wir zum Beispiel verwenden, um die Funktion
is-nat etwas kiirzer zu definieren.

let is-nat (s : String) : Result (Nat) =
try
Okay (read-nat s)
with
| Read — Error "natural number expected"
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VII Effekte

38. Vertiefung: Option und Result Rt oz

5~ Die Datentypen Option und Result dienen dem gleichen Zweck wie Ausnahmen.

Option Result Ausnahmen
Some e Okay e e v
None Error e raise e

match ... with match ... with try ... with

I3~ Mit Hilfe von Option und Result konnen/miissen wir das Werfen und Fangen von
Ausnahmen selbst programmieren!
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VII Effekte

38. Vertiefung: Eingabe mit Validierung Ralf Hinze

I Reimplementieren wir checked-query mit Hilfe von Ausnahmen.
Ohne Ausnahmen: Ein Validator hat den Typ ¢, — Result (t,).

Mit Ausnahmen: Ein Validator hat den Typ £, — t,. Eine fehlerhafte Eingabe wird jetzt
durch das Werfen einer Ausnahme signalisiert. dvation

let rec checked-query (prompt : String, check : String — 'a) :'a =
try
check (query (prompt A": ™))
with
| Panic msg —
putline ("#** " A msg); checked-query (prompt, check)

I3~ Die Fallunterscheidung mit match ist einem try-Ausdruck gewichen.
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VII Effekte

38. Vertiefung: Eingabe mit Validierung Ralf inze

5" Die Validatoren haben einen einfacheren Typ: sie geben entweder den
semantischen Wert zuriick oder werfen eine Panic Ausnahme.

let is-nat (s: String) : Nat =
try readnat s with N ‘
| Read — panic "natural number expected"

let is-less (n: Nat) : Nat — Nat =
funm - if m<n
then m
else panic ("number must be less than " A show n)

Vertiefung




VII Effekte

38. Vertiefung: Eingabe mit Validierung Ralf inze

I3 Die Funktion both ist jetzt schlicht und einfach die (Vorwarts-) Komposition von
Funktionen.

Vertiefung

let both (first:'a —'b,second:'b —'c):'a—"'c =
fun x — second (first x) J

886



VII Effekte

38. Vertiefung Rt oz

I~ Fir den Anwender von checked-query andert sich sich nichts; die Aufrufe
funktionieren unverandert:

3> checked-query ("age", both (is-nat, is-less 123))
age : Ralf

* % % natural number expected

age:4711

* % * number must be less than 123

age:41

41




VII Effekte

38. Vertiefung: Option und Result Ral Hinze

Vorteile von Option und Result:

» Der Typ von Ausdriicken und Funktionen macht explizit, wer »Ausnahmen wirft«
und wer nicht.

» Man kann nicht vergessen, Ausnahmen zu behandeln.

» Man kommt nicht in Versuchung, Ausnahmen zu fangen, die gar nicht geworfen
werden.

Vertiefung

Nachteil von Option und Result:

» Die Auswertungsregeln fiir Ausnahmen miissen im Prinzip nachprogrammiert
werden.
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38. Vertiefung: Option und Result

Mit Ausnahmen:

e + e

Mit Result:

match e, with

| Okay n; -~ match e, with
| Okay n, — Okay (n, + ny)
| Error msg — Error msg

| Error msg — Error msg

end

I3 Jeder der drei Zweige korrespondiert zu einer Auswertungsregel.

VII Effekte

Ralf Hinze
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VII Effekte

38. Vertiefung: Taschenrechner Ralf Hinze

Aufgabe: Programmierung eines interaktiven Taschenrechners.

Variante 1: ein UPN-Rechner. UPN steht fiir Umgekehrte Polnische Notation, ein
Synonym fiir Postfixnotation.

UPN) 4711 S
UPN) 815 B
UPN) 2765

UPN)

UPN)
UPN) .
2258186

*
+

5" Der Postfix-Ausdruck wird Zeile fiir Zeile eingegeben: 4711 815 2765 * +
entspricht dem Infix-Ausdruck 4711 + 815 % 2765.
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VII Effekte

38. Vertiefung: UPN-Rechner Ral Hinze

I3~ Ausdriicke in Postfixnotation lassen sich besonders leicht ausrechnen: Wir
merken uns die eingegebenen Zahlen; jede Operation ersetzt die letzten beiden
Zahlen durch das Ergebnis.

4711 4711

815 4711 815

2765 4711 815 2765 Vertefung
* 4711 2253475

+ 2258186

5" Die Liste der Zahlen nennt man auch Stack oder Stapel: optisch muss man die
Listen um 90° nach links drehen.
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38. Vertiefung: UPN-Rechner

5~ Einen Stapel konnen wir durch eine Speicherzelle reprasentieren, die eine Liste
von Zahlen enthalt.

exception Pop
exception Top
module Stack =
let private stack = ref [ ]
let push (x: Nat) =
stack := x :: Istack
let pop () : Nat =
match stack with
|[] - raise Pop
| x:: xs — stack := xs; x

VII Effekte

Ralf Hinze

892



VII Effekte

38. Vertiefung: UPN-Rechner

Ralf Hinze

let top () : Nat =
match stack with
|[] - raise Top
| x::xs - X

I~ Die Funktion push legt ein Element auf dem Stapel ab, pop entfernt ein Element
und top inspiziert das oberste Element.

5~ Die Speicherzelle, auf der die Funktionen arbeiten, ist gekapselt, also nur lokal
sichtbar.
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38. Vertiefung: UPN-Rechner

5~ Der UPN-Rechner implementiert eine einfache Kommandozeile.

let rec upn-calculator () =
try

match query "UPN > " with
" ()
| "+" — Stack.push (Stack.pop () + Stack.pop ())
| "*" — Stack.push (Stack.pop () » Stack.pop ())
| "." — print (Stack.top ())
| s — Stack.push (read-nat s)

with
| Pop | Top — putline "stack is empty"
| Read — putline "enter a number or an operator"

upn-calculator ()

VII Effekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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VII Effekte

38. Vertiefung: Mini’-F# Rechner —

Variante 2: ein Mini?-F# Rechner, der Infixnotation unterstiitzt.

Mini?) 4711 + 815 * 2765

2258186

Mini?) 1+2+3+4+5+46+7+8+9+10
55

Mini?) 1%2%3%4%5%6%7%8%9 %10
3628800

Mini?) Hello, world !

lexical error : illegal character

Mini?) 4711 815 2765 * +

syntax error

Vertiefung
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38. Vertiefung: Mini’-F# Rechner

let rec read-eval-print-loop () =

try
let s = query "Mini-BPL > "
if s="" then
)
elif contains s ["q";"quit";"halt";"stop" ] then
raise EOF
else
match abstract-syntax-tree s with
| None - putline "syntax error"
| Some e — print (evaluate e)
with

| Panic s — putline ("lexical error: "As)
read-eval-print-loop ()

w

5" Typisch fiir einen Kommandozeileninterpreter (REPL) ist der rekursive Aufruf am
Ende.

VII Effekte

Ralf Hinze
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VII Effekte

38. Vertiefung: Mini’-F# Rechner —

let mini® () =
try
read-eval-print-loop ()
with
| EOF — putline "bye bye"

Vertiefung

5~ Signalisiert der/die Benutzer/in das Ende der Eingabe, dann wirft guery eine EOF
Ausnahme (end of file).
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38. Paradigmen: imperative Programmierung

imperare

1. befehlen, gebieten, anordnen;

2. auferlegen, zu liefern befehlen;

3. herrschen, den Oberbefehl haben.

C is quirky, flawed, and an enormous success.
— Dennis M. Ritchie

B can be thought of C without types; more accurately,
it is BCPL squeezed into 8K bytes of memory and
filtered through Thompson’s brain.

— Dennis M. Ritchie

VII Effekte

Ralf Hinze
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VII Effekte

38. Losung Knobelaufgabe #17 Ralf Hinze

Welche Sprache bezeichnet der folgende reguldre Ausdruck?

riddle=(aa 1 bb)* ((abi1ba)(aaibb)*(abiba)(aaibb)*)* J

Beobachtung: jedes abgeleitete Wort hat eine gerade Lange. Semantik

Beobachtung: der Ausdruck riddle hat die gleiche Struktur wie

0* (10* 10*)* |

5" Der Ausdruck bezeichnet die Sprache aller Worter mit einer geraden Anzahl von
Einsen und beliebig vielen Nullen.
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VII Effekte

38. Losung Knobelaufgabe #17 Ral inze

riddle=(aa 1 bb)* ((abi1ba)(aaibb)*(abiba)(aaibb)*)* J

bezeichnet die Sprache aller Worter mit einer geraden Anzahl von Wortern der Form
a b 1 b aund beliebig vielen Wortern der Form a a 1 b b.

I3 Also: eine gerade Anzahl von Wortern, die eine ungerade Anzahl as und eine
ungerade Anzahl bs enthalten, und eine beliebige Anzahl von Wortern, die eine
gerade Anzahl as und eine gerade Anzahl bs enthalten.

Vertiefung

I=3> Mit anderen Worten: die Worter enthalten eine gerade Anzahl as und eine gerade
Anzahl bs.

5" riddle [ a enthélt entsprechend eine ungerade Anzahl as und eine gerade Anzahl
bs; riddle | b enthdlt eine gerade Anzahl as und eine ungerade Anzahl bs.
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Teil VIII

Objekte
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VIII Objekte

38. Knobelaufgabe #23 Ralf Hinze

Harry Hacker hat programmiert; was sein Programm wohl macht?

let mutable cur = root
while cur <> null do
if cur.Left = null then
accept cur.Key
cur < cur.Right
else
let mutable pre = cur.Left;
while pre.Right <> null && pre.Right <> cur do
pre < pre.Right;
if pre.Right = null then
pre.Right < cur
cur < cur.Left
else
pre.Right < null
accept cur.Key
cur < cur.Right

Lisa Lista vermutet, dass es um Bindrbaume geht ... 002



VIII Objekte

Ralf Hinze

Aufzéhler Vererbung L o glk H
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38. Gliederung

@ schnittstellen und Objekte

@ Untertypen

@ Klassen

@ Aufzahler und aufzahlbare Objekte

@® vererbung

VIII Objekte

Ralf Hinze
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VIII Objekte

38. Uberblick Rl e

Dieses Kapitel ist dem Studium von Objekten gewidmet.

Bisher: Programmierung im Kleinen.

Jetzt: Programmierung im GroRen.

[ Es gibt im Wesentlichen zwei Mechanismen, um groRere Programme oder
Softwaresysteme zu strukturieren:

» Modulsysteme und
» Objektsysteme.

Das Modulsystem von Mini-F# ist einfach gestrickt: Verwaltung von Namensraumen.
Objektsysteme konnen auf Prototypen oder auf Klassen basieren. Beide Ansatze
schauen wir uns im Folgenden an ...
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VIII Objekte

Ralf Hinze

I made up the term ‘object-oriented’, and I can tell you I didn’t have C++ in
mind.
— Alan Kay, OOPSLA ’97

Object oriented programming is, in some sense, just a programming trick
using indirection. It’s a trick good programmers have been using for years.
— Bjarne Stroustrup

There are only two things wrong with C++. The initial concept and the
implementation.
— Bertrand Meyer
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VIII Objekte

38. Charakteristika — Fortsetzung Ralf Hinze

Was macht eine objektorientierte Sprache aus?

» Dynamische Bindung (engl. dynamic dispatch): Wird eine Operation auf einem
Objekt durchgefiihrt, bestimmt das Objekt selbst, welcher Code ausgefiihrt wird.
Objekte mit derselben Schnittstelle konnen unterschiedlich implementiert sein.
Die Implementierungen der Operationen heiRen Methoden; der Anwendung einer
Operation entsprechend Methodenaufruf (engl. method invocation). Manchmal
sagt man auch, dem Objekt wird eine Nachricht geschickt.

» Kapselung: Die interne Reprisentation eines Objekts ist aufen nicht sichtbar
und kann somit lokal gedndert werden.
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VIII Objekte

38. Charakteristika — Fortsetzung Ralf Hinze

» Untertypen (interface inheritance): Auf Schnittstellen lisst sich eine natiirliche
Untertypbeziehung definieren: ein Objekt lasst sich in einem Kontext verwenden,
in dem nur eine Teilmenge der Methoden bendtigt wird. Auf diese Weise lassen
sich polymorphe Funktionen definieren, die unterschiedliche Objekte uniform
behandeln.

» Vererbung (implementation inheritance): Vererbung erlaubt es, die
Implementierung verschiedener Objekte zu faktorisieren, so dass gemeinsames
Verhalten nur einmal implementiert werden muss. Prototypenbasierte Sprachen
verwenden Delegation, klassenbasierte Sprachen bieten Klassen und
Unterklassen an.
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VIII Objekte

39. Exkurs R

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

=" Der Aufruf monus (e, e,) wirft eine Ausnahme, wenn e, grofer ist als e;. Verteung

exception Insufficient of Nat
let monus (n, : Nat, n, : Nat) : Nat =
if n; = n, then
n = n,
else
raise (Insufficient n,)
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39. Kapselung

Zur Erinnerung: Kapselung eines Zustandes.

module Account =
let mutable private funds = 0

let deposit (amount : Nat) =
funds < funds + amount

let withdraw (amount : Nat) =
funds < monus (funds, amount)

let balance () = funds

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation

I3~ Die Reprasentation eines Bankkontos, die Speicherzelle funds, ist nach auRen
nicht sichtbar.

I° Beobachtung: deposit, withdraw und balance gehoren konzeptionell zusammen,
sind aber nur lose gekoppelt.

910



39. Schnittstellen

Wunsch: Mehrere Operationen zu einer Einheit zusammenfassen.

type IAccount =
interface
abstract member Deposit  : Nat — Unit
abstract member Withdraw : Nat — Unit
abstract member Balance : Nat
end

5" Die Schnittstelle (engl. interface) legt fest, was mit einem Konto, einem Element
des Typs IAccount, gemacht werden kann:

» Mit Hilfe von Deposit kann ein Betrag in ein Konto eingezahlt werden; Withdraw
erlaubt es, einen Betrag abzuheben.

» Der Kontostand kann mit Hilfe der Eigenschaft Balance eingesehen werden.

5" Die interne Reprasentation eines Kontos ist im Typ nicht festgelegt und kann, wie
wir sehen werden, sehr unterschiedlich sein.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
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VIII Objekte

39. Jargon: Objekte, Methoden und Eigenschaften Ralf vz

Motivation

Eine Schnittstelle heit auch Objekttyp; Elemente eines Objekttyps heillen
entsprechend Objekte.

Funktionen werden zu Methoden (engl. methods), andere Werte zu Eigenschaften
(engl. properties):

» Deposit und Withdraw sind Methoden;

» Balance ist eine Eigenschaft.



VIII Objekte

39. Objekte Ralf Hinze

Ein Bankkonto:

Motivation

let lisas : IAccount =
let mutable funds = 0 Seczam
{ ief
new IAccount with
member self.Deposit (amount : Nat) =
funds < funds + amount
member self.Withdraw (amount : Nat) =
funds < monus (funds, amount)
member self .Balance =
funds
} v

15" { new [Account with ...} ist ein Objektausdruck; er erzeugt ein Element des Typs
IAccount, ein Objekt. Die Methoden und Eigenschaften der Schnittstelle werden
implementiert. Das Objekt hat einen internen Zustand, die Speicherzelle funds, um
den aktuellen Kontostand zu reprasentieren.



VIII Objekte

39. Aufruf von Methoden R

Motivation
\bs:

3> Zugriff auf die Methoden und Eigenschaften mit der Punktnotation.

>»> lisas.Deposit 4711

0

>>  lisas.Withdraw 815

0

3> lisas.Withdraw 2765

0

>> lisas.Balance
1131

Jargon: dem Objekt lisas wird die Nachricht Deposit geschickt. In der Definition von
lisas steht der frei wahlbare Bezeichner self jeweils fiir das Objekt selbst, dem
Empféanger von Nachrichten.
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39. Objekte

Eine alternative Implementierung eines Bankkontos:

let ludwigs : IAccount =
let size =10
let history =[|for kin0..size-1 - 0]]
let mutable i = 0
let next () = (i+1)%size

new IAccount with
member self.Deposit (amount : Nat) =
history.[ next ()] < history.[i] + amount;i < next ()
member self.Withdraw (amount : Nat) =
history.[ next ()] < monus (history.[i], amount);i < next ()
member self .Balance =
history.[ 1]

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation

Abstrakte Syntax
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39. Demo

>> lisas.Balance
1131
>»  ludwigs.Deposit 4711

0

> lisas.Withdraw 1000; ludwigs.Deposit 1000
0

>> lisas.Balance

131

>> ludwigs.Balance

5711

v

5" Die beiden Objekte verstehen die gleichen Nachrichten; die interne Umsetzung ist
aber ganz unterschiedlich.

5" Jedes Objekt entscheidet selbst, wie es auf eine Nachricht reagiert,
sprich welcher Programmcode ausgefiihrt wird (dynamic dispatch).

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation




VIII Objekte

39. Objekte und Schnittstellen Ral e

5" Objekte sind normale Werte; sie konnen insbesondere Argument oder Ergebnis
. . Motivation
von Funktionen sein. et

let transfer (account1 : [Account, amount : Nat, account, :IAccount) =
account,.Withdraw amount;
account,.Deposit amount

Wir kénnen eine Uberweisung titigen, auch wenn die beteiligten Objekte
unterschiedlich implementiert sind.

>» (lisas.Balance, ludwigs.Balance)
(131,5711)

>»> transfer (ludwigs, 815, lisas)

0

>»> (lisas.Balance, ludwigs.Balance)
(946, 4896)

(I3~ Good SE practice: programming against an interface.)
917



39. »Objektfabriken«
I3 Von einem Bankkonto zu vielen Bankkonten, sprich einer Bank:

module TrustMe =
let account (seed : Nat) : [Account =
let mutable funds = seed
{
new I[Account with
member self.Deposit (amount : Nat) =
funds < funds + amount

member self.Withdraw (amount : Nat) =
funds < monus (funds, amount)

member self .Balance =
funds

}

5~ die Funktion TrustMe.account heilt auch Konstruktor, da sie Objekte konstruiert.

v

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik




39. Module und Objekte

Module und Objekte konnen sinnvoll kombiniert werden.

module TrustMe =
do putline "TrustMe is founded."
let BIC =4711 // Bank Identifier Code
let mutable private no = 0
let no-of-accounts () = no

let account (seed : Nat) : IAccount =
do no < no+1
let mutable funds = seed

{

new IAccount with ...

}

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abs

Modul: bankspezifische, kontotibergreifende Operationen (BIC, Gesamtzahl der
Konten: no).
Objekt: kontospezifische Operationen (Deposit etc).
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39. Delegation
Aufgaben konnen an andere Objekte delegiert werden (Komposition):
module TrustMe =

exception Limit
let limit = 1000
let student-account (seed : Nat) =
let basic = account seed
{ new IAccount with
member self.Deposit amount = basic.Deposit amount
member self .Withdraw amount =
if amount > limit then raise Limit
else basic.Withdraw amount

member self .Balance = basic.Balance

}

5~ Die Nachrichten Deposit, Withdraw und Balance werden an das Basisobjekt basic
delegiert.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation

Abstrakte Syntax

Vertiefung

920



39. Demo

>> TrustMe.BIC

val it : Nat = 4711

>> et herberts = TrustMe.account 8150
>> let harrys = TrustMe.student-account O
>> TrustMe.no-of-accounts ()

val it : Nat = 2

>» transfer (herberts, 2000, harrys)

>»> transfer (harrys, 2000, herberts)
uncaught exception : Limit

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation

Abstrakte Syntax




VIII Objekte

39. Abstrakte Datentypen versus Objekte Ralf Hinze

Die Zusammenfassung von Operationen zu einer Schnittstelle kennen wir von den
abstrakten Datentypen (Teil V).

» Dort: Realisierung einer Schnittstelle mit Hilfe des Modulsystems.
» Hier: Realisierung einer Schnittstelle mit Hilfe des Objektsystems.
I3 Ein ADT kann auch mit dem Objektsystem realisiert werden.

Motivation

Unterschiede:

» Verschiedene Implementierungen eines ADTs zeigen exakt das gleiche Verhalten;
sie sind austauschbar.

» (Modulsystem: eine Schnittstelle wird zu einem Zeitpunkt durch eine
Implementierung realisiert.)

» Objekte, die die gleiche Schnittstelle unterstiitzen, zeigen ein verwandtes, nicht
aber notwendigerweise das gleiche Verhalten (Standardkonto versus
Studierendenkonto).

» (Objektsystem: eine Schnittstelle kann zu einem Zeitpunkt durch mehrere
Objekte realisiert werden.)
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39. Abstrakte Syntax

=5 Der Ubersichtlichkeit halber formalisieren wir nur Schnittstellen mit genau

2 Methoden.

Wir erweitern Typen um Schnittstellentypen (engl.interface types).

d

e Deklarationen:
| type T = Schnittstellentypdefinition (£, # £,)
interface
abstract member { : 1,
abstract member 1, : t,
end

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semanti
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VIII Objekte

39. Abstrakte Syntax Relt Pz

Wir erweitern Ausdriicke um Objektausdriicke (engl. object expressions) und

Methodenaufrufe (engl. method invocations). Abstrakte Syntax
eu= . Ausdriicke:
| {new T with Objektausdruck (¢, # £,)

member s,.l| = ¢;
member s,.l, = e,

| el Methodenaufruf

1" {new T with ...} ist ein anonymes Objekt; e. ist ein Methodenaufruf: dem
Objekt e wird die Nachricht £ geschickt.

5~ 5, bzw. s, ist ein beliebiger Bezeichner, der den Empfanger der Nachricht
reprasentiert; typische Namen: self oder this.

5" Ein Objekt ist eine Sammlung von Methoden; die Methoden legen fest, was mit
einem Objekt gemacht werden kann. Ein Objekt ist die Summe seines Verhaltens.
924



VIII Objekte

39. Statische Semantik — Objekte

Die folgenden Typregeln setzen voraus, dass die Typdefinition

Ralf Hinze

type T = Statische Semantik
interface et
abstract member ! : 1,
abstract member !, : 1,
end

Untertypen
Klassen
Aufzédhler und

aufzdhlbare
Objekte

bekannt ist. —
Typregeln:
S{simTire:th S{~TiFe:b
3+ { new T with
member s,.l, = ¢;
member s,.U, = e, }: T

Shke:T

— i €{1,2
Zl—e.—fl-:tl- { }




39. Dynamische Semantik — Objekte

Wir erweitern Werte um Methodentabellen und Methodenabschliisse.

u € Lab -y, Val Methodentabellen
AHERTS Werte:

| Objekt

| (o, s, e) Methodenabschluss

5~ Die Methodentabelle (engl. method table or dispatch table) bildet Labels auf
Werte ab. Ein Methodenabschluss entspricht einem rekursiven Funktionsabschluss
ohne Parameter.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Dynamische
Semantik
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VIII Objekte

39. Dynamische Semantik — Objekte Relf Hinze

Auswertungsregeln (dynamische Bindung): S

Dynamische
Semantik

member s,.l, = e;

0 + { new T with
member s,.l; = e} ¥ {{; = (8, 51, e1)), L2 = (6, 52, )} } J

I=5° Ein Objekt wertet im Wesentlichen zu sich selbst aus.

5|_eUIJ 6,,{81;'_’“}'_81'{}\/1'
orFel; U v,

mit u(l;) = (&', s;, e;) J

=¥ Die statische Semantik stellt sicher, dass ¢ € dom p. Das Label ¢ wird zur
Laufzeit in der zu dem Objekt e gehorigen Methodentabelle nachgeschlagen (dynamic
dispatch). Der »self-Bezeichner« s; wird an das Objekt selbst (engl. self) gebunden.



39. Knobelaufgabe #15 — da capo

Erinnern wir uns an die Losung der Knobelaufgabe #15:

let fac (self,n: Nat) : Nat =
if n=0 then1
else self (self,n—1)*n
let factorial (n: Nat) : Nat =
fac (fac, n)

I3~ Rekursion wird durch Selbstapplikation simuliert.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung
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39. Knobelaufgabe #15 — da capo

I3~ Genau das Gleiche passiert bei einem Methodenaufruf!

type Factorial =
interface
abstract member factorial : Nat — Nat
end
let fac =
{ new Factorial with
member self .factorial (n: Nat) : Nat =
if n=0 then 1
else self.factorial (n-1) *n
¥
let factorial (n: Nat) : Nat =
fac.factorial n

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung
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39. »Getter« und »Setter«
type IAccount =

abstract member Balance : Nat

let lisas : IAccount = ...
{new IAccount with ...
member self.Balance = funds
}

Die Definition der Eigenschaft Balance ist eine Abkiirzung fiir:
type IAccount =

abstract member Balance : Nat with get

let lisas : IAccount = ...
{new IAccount with ...
member self.Balance with get () = funds
}

VIII Objekte
Ralf Hinze

Objekte
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung
Untertypen
Klassen

Aufzdhler und
aufzéhlbare
Objekte

Vererbung
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39. »Getter« und »Setter«: Sichten

type Person =
interface
abstract member Name : String with get
abstract member Age :Nat with get, set
end

let doctor name alias age =
let mutable age = age
{
new Person with
member self .Name
with get () = "Doctor " A name A
if alias ="" then""

else " (aka " AaliasA™)"

member self .Age
with get () = age
and set inc = age < age + inc

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische

Vertiefung



39. »Getter« und »Setter«: Demo

>»> et dolittle = doctor "Dolittle" "King Jong Thinkalot" 42
>»>  dolittle.Name

"Doctor Dolittle (aka King Jong Thinkalot)"

> dolittle.Age « 2

0

>> dolittle.Age

44

VIII Objekte

Ralf Hinze

Vertiefung

5" Die Eigenschaft Name kombiniert »Rohdatenc; sie definiert eine Sicht auf die
Daten.

I3 Die Zuweisung dolittle.Age < 2 erhoht das Alter um den angegebenen Wert (C:
dolittle.Age += 2.)
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VIII Objekte

39. Vertiefung: Ausdriicke Ralf Hinze

5~ Objekte miissen nicht notwendigerweise einen internen Zustand haben.

I3~ Alternative Darstellung von Ausdriicken:

type IExpr =
interface
abstract member Value : Nat
abstract member Show : String
end

5~ Was kann/will ich mit einem Ausdruck machen? Auswerten und in einen String
uberfiithren!

I3~ Ein Objekt ist die Summe seines Verhaltens.
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39. Demo

>»> let e = add (constant 4711, mul (constant 815, constant 2765))
>> e.Show

"(4711 + (815 * 2765))"

>> e.Value

2258186

>> (add (e, e)).Value

4516372

>> (add (e, e)).Show

"((4711 + (815 * 2765)) + (4711 + (815 * 2765)))"

VIII Objekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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39. Vertiefung: Ausdriicke

let constant (n: Nat) : [Expr =
{ new IExpr with
member self.Value = n
member self.Show = show n

}

let add (expr, : IExpr, expr, : I[Expr) : IExpr =
{new IExpr with
member self .Value = expr,.Value + expr,.Value
member self .Show =" (" A expr .Show A" + " Aexpr,.Show A")"

}

let mul (expr, : I[Expr, expr, : [Expr) : IExpr =
{new IExpr with
member self .Value = expr,.Value * expr,.Value
member self .Show =" (" A expr .Show A" »* " A expr,.Show A")"

}

I35~ constant, add und mul heiRen auch Konstruktoren, da sie Objekte konstruieren (so wie

Datenkonstruktoren Daten konstruieren).

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

e Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung



VIII Objekte

39. Variantentypen versus Objekttypen Ralf Hinze
Objekte definieren sich durch das Verhalten: was kann mit dem Objekt gemacht
werden (Idee des abstrakten Datentyps).

Im Gegensatz zu Varianten- und Recordtypen, die durch die Angabe der Elemente
definiert werden (konkreter Datentyp).

Vertiefung

Variantentyp: Wie ist ein Ausdruck aufgebaut?

» Einfach: neue Funktionalitit hinzufiigen. Es wird einfach eine neue Funktion
definiert.

» Schwierig: neue Datenkonstruktoren hinzufiigen. Jede bestehende Funktion muss
erweitert werden.

Objekte: Was mache ich mit einem Ausdruck?

» Einfach: neue Objektkonstruktoren hinzufiigen. Es wird einfach eine neue
Konstruktorfunktion definiert.

» Schwierig: neue Funktionalitit hinzufiigen. Jede bestehende Konstruktorfunktion
muss erweitert werden.
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39. Generische Schnittstellen

I3~ Wie Datentypen konnen auch Schnittstellen mit einem oder mehreren Typen
parametrisiert werden.

type IStack (‘elem) =
interface
abstract member Push : 'elem — Unit
abstract member Pop : Unit — ‘elem
abstract member Top :'elem
end

VIII Objekte

Ralf Hinze

I=5” Stacks konnen Elemente beliebigen Typs enthalten; jeder einzelne Stack ist aber
homogen: die Elemente besitzen den gleichen Typ.



39. Polymorphe Objektkonstruktoren

exception Pop
exception Top

let stack (‘elem) () =
let mutable stack = [ ]
{
new IStack (‘elem) with
member self .Push x =
stack < x : stack

member self.Pop () =
match stack with
|[] - raise Pop
| x:: xs — stack < xs;x
member self.Top =
match stack with
[[] - raise Top
| x:xs — X

VIII Objekte

Ralf Hinze

Vertiefung

Untertypen
Klassen
Aufzédhler und
aufzahlbare

Objekte

Vererbung
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39. UPN-Taschenrechner Deluxe

let upn-calculator-deluxe () =
let stacks : IStack (IStack (Nat)) = stack ()
try
stacks.Push (stack ())
while true do
try
match Input.query "UPN > " with
" ()
| "+" — stacks.Top.Push (stacks.Top.Pop + stacks.Top.Pop)
| "*" — stacks.Top.Push (stacks.Top.Pop * stacks.Top.Pop)
| "." — putline (show stacks.Top.Top)
| "e it" | "halt" | "q" | "quit" | "stop" — raise EOF
| " (" - stacks.Push (stack )
| ")" — stacks.Pop |> ignore
| s  — stacks.Top.Push (read-nat s)

| Pop | Top — putline "stack is empty"
| Read — putline "enter a number or an operator"
with
| EOF — putline "bye bye"

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation

Abstrakte Syntax
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VIII Objekte

40. Knobelaufgabe #24 Ralf Hinze

Untertypen
Die Queen feiert in Kiirze ihren 100. Geburtstag. Aus Anlass des runden Jubilaums
plant sie, ihren gutsortierten Weinkeller zu 6ffnen und die edlen Tropfen ihren
Gasten zu kredenzen.

Drei Wochen vor den Feierlichkeiten teilt ihr der Geheimdienst mit, dass eine ihrer
rund tausend Weinflaschen vergiftet wurde — man wisse, aber nicht welche. Aber
man kenne das Gift: Ein winziger Schluck fiihrt zum Tode; allerdings nicht
unmittelbar, sondern mit einer Verzdgerung von zwei Wochen.

Die Queen ist bereit, Opfer zu bringen und einige ihrer Diener zum Probetrinken
abzustellen. Fiir die Vorbereitung der Feierlichkeiten wird aber eigentlich das gesamte
Personal benotigt. Wieviele Diener muss die Queen hochstens abstellen, um die
vergiftete Weinflasche zu identifizieren? Tausend Diener reichen sicherlich aus, aber
kommt sie auch mit weniger aus?
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40. Motivation

Zusatzliche Funktionalitiat: Kontoauszug.

type IAccountPlus =
interface
inherit IAccount
abstract member Statement : Array (Nat)
end

5~ [AccountPlus bietet zusatzlich die Moglichkeit an, einen Kontoauszug
anzufordern.

Lies: die Schnittstelle IAccountPlus erweitert die Schnittstelle IAccount. (Das
Schliisselwort inherit ist etwas ungliicklich gewahlt.)

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
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40. Motivation

Das Objekt Iudwigs lasst sich zu einem Plus-Konto erweitern.

let ludwigs : IAccountPlus =
let size =10
let history =[|for kin0..size-1—- 0]
let mutable i = 0
let next () = (i+1)%size

new IAccountPlus with
member self.Deposit (amount : Nat) =
history.[ next ()] < history.[i] + amount;i < next ()
member self.Withdraw (amount : Nat) =
history.[ next ()] < monus (history.[i], amount);i < next ()
member self .Balance =
history.[ 1]
member self.Statement =
[| for kin0..size — 1 — history.[ (size + i - k) % size] |]

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation

Abstrakte Syntax




VIII Objekte

40. Motivation En—

Motivation

Abstrakte Syntax

Beobachtung: Das Objekt ludwigs kann nicht an die Funktion transfer iibergeben
werden!

transfer : IAccount » Nat » IAccount — Unit
ludwigs : IAccountPlus

5" Der Typ von [AccountPlus ist nicht gleich dem Typ [Account.



VIII Objekte

4 O . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Motivation

Beobachtung: Der Aufruf

transfer (lisas, 1000, ludwigs) J

kann aber problemlos ausgerechnet werden, da ludwigs mehr Funktionalitadt als
gefordert anbietet — ludwigs ist sozusagen tiberqualifiziert.

5" Das Typsystem von Mini-F# kann mit Hilfe von Untertypen flexibler gemacht
werden.
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40. Motivation

Idee: ein Element eines Untertyps kann iiberall da verwendet werden, wo ein Element
eines Obertyps verlangt wird. Wir fithren eine Untertypbeziehung auf Typen ein.

Zum Beispiel: die Schnittstelle [AccountPlus erweitert die Schnittstelle IAccount
(Schliisselwort inherit).

IAccountPlus < IAccount

Mit Hilfe einer sogenannten Typanpassung (engl. cast) lasst sich ein Element eines
Untertyps in ein Element eines Obertyps tiberfiihren.

transfer (lisas, 1000, ludwigs :> IAccount)

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
bst
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40. Motivation

Mehrfachvererbung ist moglich:

type Phone =

abstract member Dial  : Nat — Unit
type MP3Player =

abstract member Play  : String — Unit
type Mobile =

inherit Phone

inherit MP3Player

abstract member Lookup : String — Nat

abstract member Call  : String — Unit
type Smart =

inherit Mobile

abstract member Browse : String — Unit

(Die interface ... end Klammer kann weggelassen werden.)

VIII Objekte

Ralf Hinze

Objekte

Untertypen
Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Dynamische
Semantik

Vertiefung
Klassen
Aufzédhler und
aufzdhlbare

Objekte

Vererbung
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40. Motivation

Schnittstellen als Diagramm:

interface

Phone

interface
MP3Player

/!

interface
Mobile

interface

5~ Bestandteil der »Unified Modeling Language« (UML), einer Modellierungssprache

fir Software.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation

Abstrakte Syntax
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VIII Objekte

40. Abstrakte Syntax Ralf Hinze

Deklarationen:

Motivation

Abstrakte Syntax

du=-- Deklarationen:
| type U = erweiterte Schnittstellentypdefinition
interface
inherit T,
inherit T,
abstract member { : t
end

he Semantik

I=3° Es dirfen beliebig viele inherit Klauseln aufgefiihrt werden und beliebig viele
neue Mitglieder hinzukommen.

eu= Ausdriicke:
| e:>t Typumwandlung \ Typeinschrankung




40. Statische Semantik

Typregel:

Ske:t t'<xt
Sk(ex>t):t

J

5" Informationsverlust: das Verhalten wird eingeschrankt. (Ein Objekt ist die Summe
seines Verhaltens.)

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik
Dynamische
Semantik
Vertiefung
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40. Statische Semantik
Gute Nachricht: Typanpassungen werden auch automatisch vorgenommen (engl.
automatic upcast).

ket t
Ske:t

A
g

Schlechte Nachricht: die automatische Typanpassung gelingt nicht immer.
Problemzonen: Zweige einer Alternative.

I=5” Die Relation ‘<’ muss mit Leben gefiillt werden.

VIII Objekte

Ralf Hinze

bstrakte Syr
Statische Semantik
ische
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VIII Objekte

40. Untertypen: Quasiordnung Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik
Dynamische

Die Untertypbeziehung ist reflexiv und transitiv. Semantik

Vertiefung

I ‘X’ ist eine sogenannte Quasiordnung.
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VIII Objekte

40. Untertypen: inherit Ralf Hinze

Objekte

Untertypen
Eine Typdefinition mit inherit Klauseln R
Statische Semantik

Dynamische

type U = o
interface bsar
inherit T, e
inherit TZ ;\;‘\‘\‘T(‘w\l‘w‘]h(m
abstract member { : t Vererbung
end

legt explizit die folgenden Beziehungen fest (Axiome):




40. Untertypen: Paare

Wie ist ‘X’ auf strukturierten Typen wie zum Beispiel dem Paartyp ¢, * t, definiert?

t <t t, < th
t, o+t < U] % b

[~ Warum ist das eine sinnvolle Festlegung?

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik



40. Untertypen: Paare

Welche Operationen werden auf Paare angewendet? Die Projektionsfunktionen fst
und snd.

Die Untertypregel fiir Paare lasst sich herleiten, wenn man die Typregeln fiir fst und
snd studiert.

Zl_e:tl*tz Z}_e:t]*tz

Sk fste:t, t, < Srsnde:t, t, <t
Sk fste:t] Sksnde:t)

VIII Objekte

Ralf Hinze

tivation
Abstrakte Syntax
Statische Semantik

Die Paarregel erlaubt es alternativ, direkt das Paar anzupassen:

Sheityxty tyxt, <tyxty ket xty bl St *t)
Ske:t]xt) Ske:t)xt)
Sk fste:t] S+snde:t)
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40. Untertypen: Funktionen

<t b <

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik

t>t, <t > t)

i J

Der Funktionstyp ist
» kontravariant im Argumenttyp (t; < t;) und
» kovariant im Ergebnistyp (t, < t5).
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40. Untertypen: Funktionen

Die Varianz des Funktionstyps lasst sich herleiten, wenn man die Typregel der
Funktionsapplikation studiert.

Ske:t]  t <t
Skhe:t; =10 2hke:t
Skee :t t, < t
Shee:t)

VIII Objekte

Ralf Hinze




40. Untertypen: Funktionen

Das folgende Diagramm illustriert die Typanpassungen: Eine Funktion des Typs
t; — t) kann tiber den Umweg ¢, — t, konstruiert werden.

benotigt
; A

.
cast : cast

Y

C vorhanden @

VIII Objekte

Ralf Hinze

tivation
bstrakte Synt
Statische Semantik
ische

Die Richtung der Typanpassungen kehrt sich fiir Argument und Ergebnis um.
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VIII Objekte

40. Untertypen: Funktionen - Beispiele Ral e

Smart — Smart < Smart — Phone
Phone — Smart < Smart — Smart
Phone — Smart < Smart — Phone
(Smart — Phone) - Smart < (Phone - Smart) - Phone
((Phone — Smart) — Phone) - Smart < ((Smart — Phone) — Smart) — Phone

v

I In dem Typ ((t, — t,) — t3) — t, stehen ¢, und 5 an kontravarianten und ¢, und ¢,
an kovarianten Positionen.

Die Richtung der Quasiordnung wechselt mit jeder Schachtelung im Argumenttyp.



VIII Objekte

40. Untertypen: Speicherzellen Relf Hinze

Statische Semantik

Eine Speicherzelle kann mit ‘ I’ gelesen und mit “=" geschrieben werden.
Der Lesezugriff ist kovariant, der Schreibzugriff ist kontravariant.

Da Speicherzellen beide Zugriffsarten unterstiitzen, sind sie summa summarum
invariant.

U<t t<t
Ref (t') < Ref (t) J

5~ Entsprechendes gilt fiir alle modifizierbaren Datenstrukturen (engl. mutable data
structures) wie zum Beispiel Arrays.



VIII Objekte

40. Untertypen: Speicherzellen Ralf Hinze

Die Invarianz von Ref lasst sich herleiten, wenn man die Typregeln fiir die
Dereferenzierung ‘ I’ und die Zuweisung ‘=’ studiert.

3 e: Ref (t)
S le:t t <t
Sk le:t

SFe:t U<t
3 e :Ref (t) Shkep:t
S+ (e :=ey): Unit
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VIII Objekte

40. Untertypen: Speicherzellen — da capox Ral e

Motivation

5~ Unterschiede man mit Hilfe des Typsystems zwischen lesendem und Aostrakt Sytax
schreibendem Zugriff, ergibe sich ein verfeinertes Bild. B

nantik
Vertiefung

Shke:t
3 ref e: Ref (t)
3 e: Read-Ref (t)
Sk le:t
3 e : Write-Ref (t) Xt e,:t
2 F e :=e: Unit

5~ Read-Ref ist der Typ einer ‘read-only’ Speicherzelle; Write-Ref ist der Typ einer
‘write-only’ Speicherzelle.
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40. Untertypen: Speicherzellen — da capox

Der Typ Read-Ref ist kovariant, Write-Ref hingegen kontravariant.

A

't txt
Read-Ref (t') < Read-Ref (t) Write-Ref (t') < Write-Ref (t)

Der Typ Ref ist der Durchschnitt von Read-Ref und Write-Ref.

Ref (t') < Read-Ref (t) Ref (t') < Write-Ref (t)

I=2° Eine les- und schreibbare Speicherzelle 1dsst sich zu einer ‘read-only’ oder einer
‘write-only’ Speicherzelle herabstufen.

=" Wozu sind ‘write-only’ Speicherzellen gut?

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik
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VIII Objekte

40. Dynamische Semantik Relf Hinze
Die Auswertung von Programmen dndert sich nicht.

Dynamische
Semantik

el v
Ok (ex>t) Vv J

5" Eine Typanpassung konnte prinzipiell mit einer Umwandlung des Wertes
einhergehen. Zum Beispiel:

» Nat < Int: eine natiirliche Zahl wird in der Regel anders reprisentiert als eine
ganze Zahl (ohne und mit Vorzeichen);

» Ref (t) < t: Speicherzellen werden automatisch dereferenziert.
5" Samtliche Auswertungsregeln miissten dann angepasst werden!
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40. Vertiefung

I3 Untertypen sind eine Spielart der Polymorphie.

Zur Erinnerung: Der Name Polymorphie kommt aus dem Griechischen (ttoAvpuop i)
und bedeutet Vielgestaltigkeit. Im Kontext von Programmiersprachen meint
Polymorphie, dass ein Wert in unterschiedlichen Typkontexten verwendet werden
kann. Kurz: ein Wert hat mehrere Typen.

Man unterscheidet zwischen 4 verschiedenen Arten von Polymorphie:

universelle Polymorphie ad-hoc Polymorphie
konjunktive parametrische Polymorphie (V) Uberladung (A)
Polymorphie (engl. generics) (engl. overloading)
length =, +
Inklusions- Untertypen (X) Konversion
polymorphie (engl. subtyping) (engl. coercion)
transfer —

VIII Objekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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40. Parametrische Polymorphie

Die polymorphe Funktion length : List (‘a) — Nat kann zum Beispiel die Lange einer

Liste eines beliebigen Typs bestimmen; sie besitzt im Prinzip unendlich viele Typen.

length : List (Nat) - Nat
length : List (Bool) — Nat
length: List (List (Nat)) — Nat
length : List (List (Bool)) — Nat

Da length einen heimlichen Typparameter hat, spricht man auch genauer von einer
parametrisch polymorphen Funktion oder etwas weniger sperrig von einer
generischen Funktion (engl. generic function).

VIII Objekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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40. Uberladung

Von Uberladung (engl. overloading) spricht man, wenn der gleiche Bezeichner fiir
unterschiedliche Funktionen fiir unterschiedliche Werte verwendet wird.

(#):Nat - Nat - Nat
(+) : float — float - float
(+) : String — String — String

Uberladung ist die kleine Schwester der parametrischen Polymorphie.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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VIII Objekte

40. Uberladung N

Methodennamen diirfen tiberladen werden:

type IStack (‘elem) =
interface Vertetung
abstract member Push : 'elem — Unit
abstract member Push: List (‘elem) — Unit
abstract member Pop : Unit — ‘elem
abstract member Top :'elem
end

v

0" Mit Push kann sowohl ein einzelnes Element als auch alle Elemente einer Liste auf
einen Stack abgelegt werden.

5" Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, miissen sich die Argumenttypen der
iuiberladenen Methoden unterscheiden.
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VIII Objekte

40. Untertypen Relf Hinze

Motivation

Abstrakte Syntax

Die Funktion transfer ist ebenfalls polymorph; sie kann auf Elemente eines beliebigen s st

Dynamische

Untertyps von [Account angewendet werden. ;‘*j“r‘@
ertiefung

transfer : IAccount » Nat » IAccount — Unit

transfer : IAccount » Nat * IAccountPlus — Unit

transfer : IAccountPlus = Nat * IAccount — Unit

transfer : IAccountPlus = Nat * IAccountPlus — Unit

Die Zahl der Untertypen von [Account ist zwar endlich, aber unbegrenzt, da die
Schnittstellenhierarchie zu jedem Zeitpunkt beliebig erweitert werden kann.
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VIII Objekte

40. Konversion En—

Von Konversion (engl. coercion) spricht man, wenn ein Element eines Typs
automatisch in ein Element eines anderen Typs umgewandelt wird. Wird nicht
unterstutzt.

I3 Konversionen miissen explizit durchgefithrt werden: S

Vertiefung

>> float32 123456789

val it : float32 = 123456792.0f
> int it

val it : int = 123456792

Weitere bose Uberraschungen:

>>  int 1elOf

val it : int = -2147483648

> float32 it

val it : float32 = —2147483650f

Konversion ist die kleine Schwester des Untertyppolymorphismus.
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41. Knobelaufgabe #25

Zwei Listen sind Permutationen voneinander, wenn sie die gleichen Elemente
enthalten — die Reihenfolge der Elemente spielt dabei keine Rolle. Eine Liste mit n
verschiedenen Elementen besitzt insgesamt 7! Permutationen.

Eine Liste heilt Megapermutation von x, wenn sie jede Permutation von x als
zusammenhdngende Teilliste enthalt.

X Megapermutation von x
abc abcabacba
abcd abcdabcadbcabdcabacdbacbdabcadcba

Schreiben Sie ein Programm, das zu einer gegebenen Liste eine moglichst kurze
Megapermutation bestimmt.

Hinweis: Verwenden Sie das Strukturentwurfsmuster fiir Listen.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Klassen
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41. Klassen

Ein Bankinstitut, eine Sammlung von Bankkonten, kann alternativ durch eine
sogenannte Klasse (engl. class) modelliert werden.

type TrustMe (seed : Nat) =
class
let mutable funds = seed

member self.Deposit (amount : Nat) =
funds < funds + amount

member self.Withdraw (amount : Nat) =
funds < monus (funds, amount)

member self .Balance =

funds
end

VIII Objekte

Ralf Hinze

Klassen
Klassen und

Schn: llen

5" Eine Klasse ist ein Zwitterwesen: TrustMe ist sowohl ein Typ, genauer: eine
Schnittstelle, als auch ein Wert, der die Schnittstelle implementiert, ein
Objektkonstruktor.
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VIII Objekte

41. Objekterzeugung Relf Hinze

Mit new TrustMe 4711 oder kurz TrustMe 4711 wird ein neues Konto erodffnet, in das
ein initialer Betrag von 4711€ eingezahlt wird. Cssen

Schnittstellen

>> et lisas = TrustMe 4711

val lisas : TrustMe

>> lisas.Deposit 815

0

>> lisas.Balance

5526

>»> let ludwigs = new TrustMe 815
val ludwigs : TrustMe

5~ Jargon: TrustMe 4711 ist eine Instanz der Klasse TrustMe.

I5° Eine Klassendefinition type T (x) = class ... end lasst sich als Schablone (engl.
template) auffassen; mit new T e wird die Schablone instantiiert; das Ergebnis ist ein
Objekt vom Typ T.
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VIII Objekte

41. Klassenvariablen und -methoden Rl Hinze

type TrustMe (seed : Nat) =
class
static do putline "TrustMe is founded."

static let mutable no = 0

Klassen

do no < no+1

let mutable funds = seed

static member BIC = 4711

static member no-of-accounts = no

member self.Deposit (amount : Nat) =
funds < funds + amount

member self .Withdraw (amount : Nat) =
funds < monus (funds, amount)

member self .Balance =

funds
end
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41. Klassenvariablen und -methoden

Klassenmethoden und -eigenschaften konnen unabhangig von der Existenz eines
Objekts sprich eines Bankkontos verwendet werden.

I=¥° Zum Zeitpunkt der Griindung einer Bank existieren keine Konten.

>> TrustMe.BIC

4711

>> et lisas = TrustMe 4711
val lisas : TrustMe

>»> TrustMe.no-of-accounts
1

=" Die jeweilige Nachricht wird an die Klasse in unserem Beispiel an die Bank
TrustMe geschickt.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Klassen

Klassen uni
Schnittstellen
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VIII Objekte

41. Felder, Methoden und Eigenschaften Rt inze

> leta=e s
fiihrt eine Konstante ein, einen Bezeichner fiir einen Wert (diese Konstante kann
allerdings die Adresse einer Speicherzelle sein: let funds = ref seed). Die Bindung
wird bei der Erzeugung eines Objekts mit new ausgewertet. Eine Konstante ist
stets privat und kann nicht 6ffentlich gemacht werden.

> letfx=e
fiithrt eine Funktion ein. Eine Funktion ist stets privat.

» let mutable s = e
fithrt eine Instanzvariable ein, auch Feld (engl. field) genannt. Auch eine
Instanzvariable ist stets privat.

» doe
kennzeichnet einen Ausdruck, der bei der Erzeugung eines Objekts mit new
ausgefiithrt wird.
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VIII Objekte

41. Felder, Methoden und Eigenschaften Rt inze

Klassen

» member self.p with get () = e, and set v = e,
member self.p with private get () = e; and set v = e,
fiihrt eine Eigenschaft ein; es kann auch nur der Getter bzw. nur der Setter
angegeben werden. Eigenschaften sind offentlich; die Sichtbarkeit kann aber mit
private selektiv eingeschrankt werden.

» member self.mx=e
member private self.mx = e
fithrt eine Methode ein. Methoden sind ebenfalls offentlich, es sei denn, die
Sichtbarkeit wird mit private eingeschrankt.
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VIII Objekte

41. Felder, Methoden und Eigenschaften Rt inze

Klassen

» static let a = e
fithrt eine »Klassenkonstante« ein. Die Bindung wird bei der Abarbeitung der
Klassendefinition ausgewertet; in e sind nur mit static gekennzeichnete
Bezeichner sichtbar.

» staticlet f x = e
fiithrt eine »Klassenfunktion« ein. Im Rumpf e sind nur mit static
gekennzeichnete Bezeichner sichtbar. Eine Funktion ist stets privat.

» static let mutable s = e
fithrt eine Klassenvariable ein. Auch eine Klassenvariable ist stets privat.

» static do e
kennzeichnet einen Ausdruck, der bei der Abarbeitung der Klassendefinition
ausgefiihrt wird. In e sind nur mit static gekennzeichnete Bezeichner sichtbar.

977



VIII Objekte

41. Felder, Methoden und Eigenschaften Rt inze

Klassen

» static member p with get () = e; and set v = e,
static member p with private get () = e, and set v = e,
fithrt eine Klasseneigenschaft ein. Auf die Eigenschaft wird tiber den
Klassennamen zugegriffen. Auch Klasseneigenschaften sind offentlich; die
Sichtbarkeit kann aber mit private eingeschrankt werden.

» static member mx = e
static member private m x = e
fiihrt eine Klassenmethode ein. Eine Klassenmethode ist der Natur nach eine
ordinare Funktion; lediglich der Aufruf erfolgt iiber den Klassennamen.
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VIII Objekte

41. Module versus Klassen e

Klassen

Sichtbarkeit (engl. visibility, auch accessibility):
» Modul: Position des Bezeichners: global oder lokal;
» Klasse: durch vorhandene oder fehlende static Kennzeichnung.
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41. Klassen und Schnittstellen

Eine alternative Implementierung einer Bank:

type Cheap’N’Easy (seed : Nat) =
class
let mutable funds-log = [ seed |

member self.Deposit (amount : Nat) =
funds-log < (head funds-log + amount) :: funds-log
member self.Withdraw (amount : Nat) =
funds-log < monus (head funds-log, amount) :: funds-log
member self .Balance =
head funds-log
member self.Cancel =
funds-log < tail funds-log
end

VIII Objekte

Ralf Hinze

Klassen und
Schnittstelles
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41. Klassen und Schnittstellen

Beobachtung: Weder das Objekt TrustMe 4711 noch das Objekt Cheap’N’Easy 815
kann an die Funktion transfer tibergeben werden!

transfer : IAccount » Nat » IAccount — Unit

TrustMe 4711 : TrustMe
Cheap’N’Easy 815 : Cheap’N’Easy

5> Alle drei Typen, [Account, TrustMe, Cheap’N’Easy, sind verschieden und damit
inkompatibel.

»All types are created unequal.«

5" Die Gleichheit der Methodennamen koénnte rein zufallig sein. Uns geht es aber
nicht um AuRerlichkeiten (Wie heilt eine Methode?), sondern um innere Werte (Wie
verhalt sich eine Methode?).

VIII Objekte

Ralf Hinze
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Schnittstellen



41. Klassen und Schnittstellen

type Cheap’N’Easy (seed : Nat) =
class
let mutable funds-log = [ seed |

interface IAccount with
member self.Deposit (amount : Nat) =
funds-log < (head funds-log) + amount :: funds-log
member self.Withdraw (amount : Nat) =
funds-log < monus (head funds-log, amount) :: funds-log
member self .Balance =
head funds-log
member self.Cancel =
funds-log < tail funds-log
end

5> Lies: Cheap’N’Easy implementiert die Schnittstelle [Account. Damit ist die Klasse
ein Untertyp der Schnittstelle: Cheap’N’Easy < [Account.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Klassen und
Schnittstellen

Generische Klassen

Uber den Tellerrand
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VIII Objekte

41. Klassen und Schnittstellen S

Jetzt gelingt die Uberweisung: Beim Aufruf der Funktion transfer wird automatisch
der Typ mit Hilfe der Subsumptionsregel angepasst.

Klassen und
Schnittstellen

>> let herberts = Cheap’N’Easy 4711 S ——
>> let harrys = Cheap’N'Easy 10 fed
>> transfer (herberts, 100, harrys)
0

>»> (harrys :> [Account).Balance
110

>»> harrys.Cancel

0

>»> (harrys :> [Account).Balance
10

Eine explizite Typanpassung ist notwendig, wenn auf die Methoden der Schnittstelle
zugegriffen wird: Von Haus aus versteht harrys die Nachricht Balance nicht. (Wir
sehen spater, warum das sinnvoll ist.)

983



VIII Objekte

41. Klassen und Schnittstellen S

Mochte man aus Griinden der Bequemlichkeit den direkten Zugriff auf die
Schnittstellenmethoden ermoglichen, kann man diese zusdtzlich als Methoden der
Klasse »veroffentlichen. lassen und

Schnittstellen

type Cheap’N’Easy (seed : Nat) = e ———
class

// expose interface
member self.Deposit  amount = (self :> [Account).Deposit — amount
member self.Withdraw amount = (self :> [Account).Withdraw amount
member self .Balance = (self :> IAccount).Balance

end

Die Gleichungen geben jeweils an, dass die Methode der Klasse (links: self.Withdraw)
durch die Schnittstellenmethode (rechts: (self :> [Account).Withdraw) definiert wird.

I3 Lasst man die Typanpassung weg, erfolgt ein rekursiver Aufruf mit der
Konsequenz der Nichtterminierung!
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41. Klassen und Schnittstellen

Man kann auch den umgekehrten Weg beschreiten und die Schnittstellenmethoden
durch Methoden der Klasse definieren.

type TrustMe (seed : Nat) =
class

interface IAccount with
// these are not recursive definitions
member self.Deposit  amount = self.Deposit  amount
member self .Withdraw amount = self .Withdraw amount
member self .Balance = self .Balance
end

Die Gleichungen geben jeweils an, dass die Schnittstellenmethode (links:
self .Withdraw) durch die Methode der Klasse (rechts: self.Withdraw) definiert wird.

VIII Objekte

Ralf Hinze
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41. Klassen und Schnittstellen

Nach diesen Vorarbeiten lassen sich sowohl Bankiiberweisungen tatigen als auch die
Kontostande direkt ohne Umweg iiber die Schnittstelle abrufen.

>»> let herberts = TrustMe 4711
>> let harrys = Cheap’N’Easy 0
transfer (herberts, 100, harrys)
0

>»> herberts.Balance

4611

>» harrys.Balance

100

VIII Objekte

Ralf Hinze

Klassen und

Schnittstellen

Generische Klassen
den Tellerran

Der direkte Zugriff mit Balance ist moglich, weil entweder die Schnittstelle
bekanntgegeben wurde oder die Schnittstelle mit den Methoden der Klasse
implementiert wurde.

986



VIII Objekte

41. Klassen und Schnittstellen N

Eine Klasse kann auch mehrere Schnittstellen gleichzeitig implementieren.

Klassen und

117 - Schnittstellen
type IPOSltlve - . Generische Klassen
abstract Answer : string Ober den Tellerand
type INegative =

abstract Answer : string

type Undecided () = // don’t forget ()’
class
member self.Answer = "maybe"
interface IPositive with
member self .Answer = "yup"
interface INegative with
member self . Answer = "nope"
end




VIII Objekte

41. Klassen und Schnittstellen S

Die Schnittstellen reprasentieren unterschiedliche Stimmungen; je nach konkreter
Stimmung féllt die »Antwort« unterschiedlich aus. i

>» let turncoat = Undecided ()
3> turncoat.Answer

val it : string = "maybe"

3> (turncoat :> [Positive).Answer
val it : string = "yup"

(turncoat :> INegative).Answer
val it : string = "nope"

y

Damit wird klar, warum bei Methodenaufrufen keine automatischen Typanpassungen
vorgenommen werden (Undecided < IPositive oder Undecided < INegative): Kein
Automatismus kann die vorhandene Mehrdeutigkeit auflosen.
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. VIII Objekte
41. Generische Klassen Relt Pz
In Teil V haben wir endliche Abbildungen mit Hilfe von Listen, Suchlisten und
Suchbdumen implementiert, siehe Skript.

Ein Auszug aus der Schnittstelle: —
nittstellen
Generische Klassen

type Map ('key, 'value when 'key : comparison) Che e
val empty : Map ('key, 'value)

val add  :'key * 'value — Map ('key, 'value) — Map ('key, 'value)

val look-up: 'key — Map ('key, 'value) — 'value option

I5° Ein Worterbuch assoziiert mit einem Schliissel einen bestimmten Wert. Sowohl
Schliissel als auch Wert konnen einen beliebigen Typ haben.

5" Die oben genannten Implementierungen sind persistent.

I=3° Im Folgenden implementieren wir eine ephemerale Variante von endlichen
Abbildungen: Beim Erweitern wird die urspriingliche Abbildung tiberschrieben; sie ist
danach nicht mehr verfiigbar.
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41. Generische Klassen

Die folgende Interaktion zeigt die Implementierung in Aktion.

>» let perfume = SearchTree (Nat, String) ()
>>  perfume.Add (4711,"Ké1nisch wasser™)
0

>»> perfume.Add (5,"Chanel™)

0

>»> perfume.Lookup 5

"Chanel"

Das Worterbuch perfume ordnet natiirlichen Zahlen Strings zu. Mit der Methode Add
wird das Worterbuch um einen Eintrag erweitert; Lookup schlagt im Worterbuch nach.
Die ephemerale Natur wird deutlich: Add hat den Ergebnistyp Unit; zu jedem
Zeitpunkt existiert nur eine Version der endlichen Abbildung perfume.

VIII Objekte

Ralf Hinze

1 uny
nittstellen

Generische Klassen

Uber den Tellerrand
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41. Generische Klassen

Fiir beide Operationen bieten wir syntaktischen Zucker an:

3> perfume.[5]

"Chanel"

>» perfume.[0] < "Eau"

0

3>  perfume.[0]

"Eau"

3> perfume.[0] < "wasser"

0

>»  perfume.[0]

"wasser"

5" perfume.[ k] < v fugt ein neues Schliissel-Wert Paar hinzu (bzw. aktualisiert
einen bestehenden Eintrag fiir den Schliissel k); perfume.[ k] schlagt den angegebenen
Schliissel nach.

VIII Objekte

Generische Klassen
Uber ¢

Ralf Hinze
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41. Generische Klassen

5~ Wie Record-, Varianten- und Schnittstellentypen konnen auch Klassentypen mit
einem oder mehreren Typen parametrisiert werden.

type SearchTree ('key, 'value when 'key : comparison) () =
class
let mutable mapping : Map ('key, 'value) = empty
member self.Add (key, value) =
mapping < add (key, value) mapping
member self .Lookup key =
match look-up key mapping with
| None — raise (KeyNotFoundException ())
| Some value — value

end

3" Eine Klasse ist ein Zwitterwesen: SearchTree ist ein parametrisierter Typ und ein
polymorpher Objektkonstruktor.

VIII Objel

kte

Ralf Hinze
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Generische Klassen

Uber den Tel
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VIII Objekte

41. Generische Klassen e

type SearchTree ('key, 'value when 'key : comparison) () =
class

1 uny
nittstellen

Generische Klassen

Uber den Tellerrand

member self .Item
with get key = self.Lookup key
and set key value = self.Add (key, value)
end

Der syntaktische Zucker fiir Erweiterung und Zugriff wird mittels der Eigenschaft
Item realisiert. Es handelt sich um eine sogenannte indizierte Eigenschaft (engl.
indexed property).

I So wie die Eigenschaft ¢ die Abkiirzungen e./ und e./ < e’ ermoglicht, so erlaubt
eine indizierte Eigenschaft den syntaktischen Zucker e./ [i] und e./ [i] < €.

I Ist weiterhin ¢ = Item, dann kann man £ auch auslassen und kurz e.[i] und
e.[i] < € schreiben.
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VIII Objekte

41. Smalltalk und Java S

I3 In den Programmiersprachen Smalltalk (1972 geboren) und Java (1995 geboren) Ober den Tellerrand
spielen Objekte und Klassen eine weitaus groRere Rolle als in Mini-F#.

» Smalltalk: Alles ist ein Objekt, auch Wahrheitswerte und Zahlen. Jedes Objekt ist
Instanz einer Klasse; auch Klassen sind Objekte. Im Gegensatz zu Mini-F# ist
Smalltalk dynamisch getypt.

» Java: Fast alles ist ein Objekt; neben Klassen gibt es auch primitive Typen wie
Wahrheitswerte und Zahlen. Wie Mini-F# ist Java statisch getypt.
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41]1. Java

One of the most important influences on the design of Java was a much earlier
language called Simula.
— James Gosling

Your development cycle is much faster because Java is interpreted. The
compile-link-load-test-crash-debug cycle is obsolete.
— James Gosling

Like the creators of sitcoms or junk food or package tours, Java’s designers were
consciously designing a product for people not as smart as them.
— Paul Graham

VIII Objekte

Ralf Hinze

Uber den Tellerrand



41. Java: Klassen

class TrustMe {

}

private long funds = 0;
TrustMe (long seed) {
this.funds = seed;

}

void deposit (long amount) {
funds = funds + amount;
}
void withdraw (long amount) throws Insufficient {
if (amount > funds)
throw new Insufficient (funds);
else
funds = funds - amount;
}

long balance () { return funds; }

5" TrustMe (long seed) ist ein Konstruktor. Die Methodenriimpfe verwenden
C-Syntax.

VIII Objekte

Ralf Hinze
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VIII Objekte

41. Java: Klassen Rl Hinge

class TrustMe {

static private int no 0;
static int BIC = 4711;
static {
System.out.println ("TrustMe is founded.");

Uber den Tellerrand

}

TrustMe (long seed) {
this.funds = seed;
no++;

}

static long no_of_accounts () { return no; }
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41. Java: Schnittstellen

interface IAccount {
void deposit (long amount);
void withdraw (long amount) throws Insufficient;
long balance Q);

}

I3~ Die Tatsache, dass withdraw moglicherweise eine Ausnahme wirft, ist im Typ
vermerkt.

VIII Objekte
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41. Java: Klassen, da capo

class TrustMe implements IAccount {

private long funds = 0;
static private int no = 0;
static int BIC = 4711;

public void deposit (long amount) {

) T

public void withdraw (long amount) throws Insufficient {

}

public Tong balance () {

) nan

VIII Objekte

Ralf Hinze

Klassen und
Schnittstellen

Generische Klassen

Uber den Tellerrand

999



41. Java: Module und Funktionen
import java.math.*;

public final class Factorial2 {
public static BigInteger factorial (BigInteger n) {
if (n.compareTo (BigInteger.ZERQ) == 0)
return BigInteger.ONE;
else
return n.multiply (factorial (
n.subtract (BigInteger.ONE)));
}

public static void main (String[] args) {
BigInteger n = new BigInteger("99");

System.out.printin (factorial (n));

}

I Funktionen sind Klassenmethoden; Module sind Klassen (die nur
Klassenvariablen und -methoden enthalten).

VIII Objekte

Ralf Hinze
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VIII Objekte

41. Losung Knobelaufgabe #16 Ralf Hinze

Kann man einem reguldren Ausdruck ansehen, ob alle in der von dem regulédren
Ausdruck bezeichneten Sprache enthaltenen Worter eine gerade Anzahl von as
enthalten?

Uber den Tellerrand

>

> ¢

> (aa)"

» a(aa)*

> (¢ 1 aa) (¢ 1 aa)
» (a1 aaa) (a I aaa)
> (g1 aa) (a I aaa)
> (ab)*

> (a@b)*
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VIII Objekte

41. Losung Knobelaufgabe #16 Ralf Hinze

>

Wir nennen eine Sprache gerade, wenn alle in der Sprache enthaltenen Worter
eine gerade Anzahl von as enthalten.

Wir nennen eine Sprache ungerade, wenn alle in der Sprache enthaltenen Worter Kiassn un
eine ungerade Anzahl von as enthalten. I

. . . . . . Uber den Tellerrand
Wir sind daran interessiert, ob eine Sprache gerade ist.

Um das festzustellen, benotigen wir auch die Information, ob eine Sprache
ungerade ist.

(a1 aaa) (a1 aaa) J

Einige Sprachen sind weder gerade noch ungerade.

(e 1aa) 1 (a1 aaa) J

Eine Sprache ist sowohl gerade als auch ungerade!

? )

1002



41. Losung Knobelaufgabe #16

type Abstract =
| Both // Durchschnitt von Even und Odd (nur &).
| Even // Sprachen, deren Worter eine gerade # as enthalten.

| Odd // Sprachen, deren Worter eine ungerade # as enthalten.

| None // Vereinigung von Even und Odd.

let rec even-odd (reg: Reg) : Abstract =
match reg with
| Eps - Even
| Sym x — match x with A — Odd | B - Even
| Cat (1, 1,) — cat (even-odd r,, even-odd r,)
| Empty — Both
| Alt (r,1,) — alt (even-odd r,, even-odd r,)
| Rep ¥ — rep (even-odd r)

I=5> Wir miissen noch cat, alt und rep definieren.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Uber den Tellerrand
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41. Losung Knobelaufgabe #16

let cat (a, : Abstract, a, : Abstract) : Abstract =
match (a,, a,) with
| (Both, _) | (_,Both) - Both
| (None,_) | (-,None) — None
| (Even, Even) | (Odd, Odd) — Even
| (Even, Odd) | (Odd, Even) — Odd

I Both ist das Nullelement der Konkatenation, Even ist das Einselement.

VIII Objekte
Ralf Hinze
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41. Losung Knobelaufgabe #16

let alt (a, : Abstract, a, : Abstract) : Abstract =
match (a,, a,) with
| (Both, a) | (a, Both) — a

| (Even, Even) — Even
| (Odd, Odd) - Odd
| — - None

I Both ist das Einselement der Alternative.
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41. Losung Knobelaufgabe #16

let rep (a: Abstract) : Abstract =
match a with
| Both | Even - Even
| — — None

I % = ¢, deswegen ist rep Both = Even.

VIII Objekte
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42, KnObelaufgabe #2060 VIII Objekte

Ralf Hinze

Objekte
Untertypen
Klassen

Aufzéhler und
aufzahlbare
Objekte
Motivation
Abstrakte Syntax

Statische Semantik

Dynamische
P=NP? J

Semantik

Vertiefung

Vererbung

http://www.claymath.org/millennium-problems/p-vs—-np—problem
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http://www.claymath.org/millennium-problems/p-vs-np-problem

VIII Objekte

4 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Aufgabe: Das Worterbuch soll um die Moglichkeit erweitert werden, die verwalteten
Schliissel-Wert Paare auszugeben — entweder fliichtig auf dem Bildschirm oder
dauerhaft in eine Datei.

Motivation
bstrakte Synt
tische Ser

ische

Moglichkeit A: Wir erweitern die Klasse SearchTree um eine malRgeschneiderte
Methode.

member Print : Unit — Unit J
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VIII Objekte

4 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

=
S0 Listen visuell lesbarer Text &
: W
& Suchlisten CSvV = Hotiation
5 S s
£ Suchbdume XML 5 -
= 2
E (e
y
Vorteil:
» Einfache und direkte Umsetzung der Aufgabe.
Nachteil:

» Kombinatorische Explosion von Programmieraufgaben.
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VIII Objekte

42. Motivation

Ralf Hinze

Moglichkeit B: Wir liberfithren die Schliissel-Wert Paare in ein einheitliches
Zwischenformat, einen Mediator.

Motivation

member Keys : Unit — List ('key) J

Vorteil:

» Kombinatorische Explosion von Programmieraufgaben wird vermieden.
Nachteil:

» Zuséitzlicher Speicherplatz wird benotigt: Die Daten, die bereits im Worterbuch
abgelegt sind, werden faktisch dupliziert.
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VIII Objekte

4 2 . MOtiVatiOn Ralf Hinze

Moglichkeit C: Wir ersetzen Listen durch eine alternative Darstellung von Sequenzen,
die es uns erlaubt, schrittweise und bedarfsgetrieben ein Element nach dem anderen
Zu generieren.

member Keys : Unit — [Enumerator ('key) J Motivation

Der Sequenztyp IEnumerator firmiert unter vielen verschiedenen Namen:
» »Aufzihler« (engl. enumerator),
»Wiederholer« (engl. iterator),

| 2

» »Cursor« (engl. cursor),

» »faule Liste« (engl. lazy list) und
>

Generator.
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VIII Objekte

4?2. Motivation: Aufzahler Rl Hinge

Wir ersetzen eine Datenstruktur durch eine Kontrollstruktur.

Aus einem Datum, das alle Elemente der repriasentierten Sequenz umfasst (eine Liste),
wird ein Programm (ein Aufzahler), das es erlaubt, alle Elemente nacheinander zu Motivation
generieren. e

type I[Enumerator (‘elem) =
interface
abstract member Current :'elem
abstract member MoveNext : Unit — Bool
end

" Current gibt das aktuelle Element der Aufzahlung zurtick; MoveNext () rickt
zum ndchsten Element vor und signalisiert, ob ein Folgeelement tatsdchlich existiert.
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VIII Objekte

Ralf Hinze

42 . Motivation: Aufzahler

Bei der Verwendung der Schnittstelle [Enumerator muss man sich an ein striktes
Protokoll halten.

Motivation

MoveNext ()

MoveNext ()

MoveNext () MoveNext () MoveNext ()
———»

true true true

o) o o) o) o

5 5 5 5 5

3 R R g 3

=S = = = =

~ ~ ~ ~ ~
4 4711 815 999 4

v

I~ Der »Cursor« der Aufzahlung kann entweder auf ein Element zeigen oder vor
dem ersten bzw. nach dem letzten Element stehen.
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42 . Motivation: Aufzahler

Darstellung des Intervalls lower .. upper.

let range (lower, upper) =
let mutable started = false
let mutable current = lower
{new IEnumerator (Nat) with
member self.Current =
if started then if current < upper then current
else already-finished ()
else not-started ()
member self.MoveNext () =
if started then current < current + 1
else started < true
current < upper

}

I3 Die Funktion range ist defensiv programmiert.

VIII Objekte

Ralf Hinze
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VIII Objekte

42 . Motivation: Aufzahler

Die implizite Darstellung einer Sequenz durch ein Programm bietet die Moglichkeit,
unendliche Sequenzen zu reprasentieren.

Ralf Hinze

let squares () =
let mutable started = false
let mutable current = 0 R
let mutable odd =1
{ new IEnumerator (Nat) with
member self.Current =
if started then current
else not-started ()
member self.MoveNext () =
if started then current < current + odd
odd < odd + 2
else started < true

true

}

" MoveNext gibt immer true zurtick; die Aufzdhlung terminiert nie.
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VIII Objekte

42. Motivation: Aufzahler RalHinze
Die Funktion from-list : List (‘elem) — IEnumerator (‘elem) implementiert einen
Reprdisentationswechsel.

let from-list (list : List (‘elem)) : [Enumerator (‘elem) =
let mutable started = false
let mutable suffix = list Norition
{ new IEnumerator ('elem) with B
member self.Current =
if started then match suffix with
] — already-finished ()
| hd :: tl - hd
else not-started ()
member self.MoveNext () =
if started then match suffix with
] — false
| hd :: tl — suffix < tl
non-empty suffix
else started < true
non-empty suffix

Vertiefung

} y 1016




42. Motivation: Aufzahlbare Objekte

I3~ Viele »Dinge« sind aufzahlbar, die Elemente einer Zahlenfolge (die Primzahlen, die
Catalanzahlen), die Elemente eines Containers (eines Arrays, einer Liste, eines Stacks).

Allgemeine Schnittstelle fiir aufzdhlbare Objekte:

type IEnumerable (‘elem) =
interface
abstract member GetEnumerator : Unit — [Enumerator ('elem)
end

Moglichkeit D: Die Klasse SearchTree implementiert die Schnittstelle.

interface I[Enumerable ('key)with
member self.GetEnumerator () = ...

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation

Abs!
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42. Motivation: Aufzahlbare Objekte

Syntaktischer Zucker: Die for-Schleife zur Linken ist eine Abkiirzung fiir die
while-Schleife zur Rechten.

let enumerator = xs.GetEnumerator ()

for x in xs do while enumerator.MoveNext () do
body let x = enumerator.Current
body

5> for-Schleifen geben nicht langer ein Terminierungsversprechen : - (. Die
Aufzahlung muss ja nicht endlich sein (siehe squares).

VIII Objekte

Ralf Hinze

Motivation
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VIII Objekte

42. Motivation: Aufzahlbare Objekte Rt iuze

Die beiden Schnittstellen erlauben es, eine generische Funktion zu schreiben, die die
Elemente einer Aufzahlung addiert. .
let sum (xs : [Enumerable (Nat)) : Nat = .
let mutable acc = 0 .
for x in xs do
acc < acc + x
acc

I~ sum funktioniert fiir beliebige aufzahlbare Objekte, insbesondere fiir Listen und
Arrays.
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VIII Objekte

42. Motivation: Sequenzbeschreibungen Relf Hinze

Die obigen Programme haben einen prdskriptiven Charakter. Es wird genau

detailliert,
» wie das nichste Element in Abhingigkeit vom aktuellen Zustand generiert und

» der Zustand aktualisiert wird.

Alternativ konnen Sequenzen deskriptiv mit Hilfe von Sequenzbeschreibungen
programmiert werden. Wir geben an,

» was die Elemente der Sequenz sind.
Die Syntax kennen wir schon von Listen- und Arraybeschreibungen.

Redefinition von squares:

let squares = seq { for n in nats do yield n x n} J
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VIII Objekte

42. Motivation: Sequenzbeschreibungen Relf Hinze

Die Folge der natiirlichen Zahlen selbst ldsst sich entweder praskriptiv mit einem
Objektausdruck oder deskriptiv mit Hilfe einer rekursiven Wertedefinition
programmieren.

Motivation

let vec nats =
seq {yield 0
for n in nats do
yield n+1}

I3~ Giuseppe Peanos Beschreibung der natiirlichen Zahlen wird eingefangen: Eine
natiirliche Zahl ist entweder 0 oder der Nachfolger n + 1 einer natiirlichen Zahl n.
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VIII Objekte

42. Motivation: Sequenzbeschreibungen Relf Hinze

Die Definition des Aufzahlers fiir die Schliissel des Worterbuchs steht noch aus. Im
Wesentlichen ein Inorder-Durchlauf: vomaten

let rec inorder = function &
| Leaf - Seq.empty \
| Node (1,x,¥) — seq {yield! inorder l;yield x;yield! inorder r}

I~ Seq.empty generiert die leere Sequenz.

5 yield! e ist eine Abkiirzung fir for x in e do yield x.
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VIII Objekte

42. Abstrakte Syntax Relt Pz

Wir erweitern Ausdriicke um Sequenzbeschreibungen.

Abstrakte Syntax

e € Expr = Ausdriicke:
| seq {se} Sequenzbeschreibungen J

Innerhalb der Klammern steht ein Sequenzausdruck, dessen Syntax wir schon von
Listen- und Arraybeschreibungen kennen.
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VIII Objekte

4?2. Statische Semantik Rl Hinze

Sequenzbeschreibungen besitzen den Typ seq (t), ein Alias fiir den Schnittstellentyp
IEnumerable (t).

t € Type = Typen:
| seq(t) Sequenztyp

Listen und Arrays implementieren die Schnittstelle I[Enumerable (t) alias seq (t) und
sind damit Untertypen von seq (f).

List (t) < seq (t) Array (t) < seq (t) J

5~ Typregeln, siehe Skript.
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VIII Objekte

42. Dynamische Semantik

Ralf Hinze

Die Sequenzbeschreibung seq { se} wird in den Ausdruck [se] iibersetzt, wobei [se]
wie folgt definiert ist.

[yield e] = Seq.singleton e Ecy;‘:ﬂsk@e‘” |
[yield! €] =e
[se;; se] = Seq.append ([se]) ([se:])

[ if e then se] if e then [se] else Seq.empty
[for x in e do se] = Seq.collect (fun x — [se]) e

I¥> Wir beschrianken uns auf die Definition der Konkatenation.
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42. Dynamische Semantik

Konkatenation von Aufzahlern:

let append-enumerators (first : [Enumerator (‘elem))
(second : IEnumerator (‘elem)) =
let mutable first-active = true
{ new IEnumerator ('elem) with
member self.Current =
if first-active then first.Current
else second.Current
member self .MoveNext () =
if first-active then first-active < first.MoveNext ()
first-active | | second.MoveNext ()

else second.MoveNext ()

}

5" Wir merken uns, ob der erste Aufzahler aktiv ist. Wenn nicht, werden die
Nachrichten an den zweiten Aufzahler delegiert.

VIII Objekte
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42. Dynamische Semantik i Objkte

Ralf Hinze

Konkatenation von aufzdhlbaren Objekten:

let append (first : [Enumerable (‘elem))
(second : [Enumerable (‘elem))

Dynamische

{new IEnumerable ('elem) with

Vertiefung

member self.GetEnumerator () =
append-enumerators (first.GetEnumerator ())
(second.GetEnumerator ())
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VIII Objekte

42. Vertiefung: Testen Ralf Hinze

Harry Hacker hat einen neuen Sortieralgorithmus entwickelt: lightning-sort. Lisa Lista
schlagt vor, das Programm vor dem produktiven Einsatz systematisch zu testen.

5~ Sequenzbeschreibungen eignen sich wunderbar fiir die Generierung von
Testdaten.

fornin0..10 do
for xs in permutations [1..n] do
if lightning-sort xs <> List.sort xs then
raise (Panic "Harry!")

Vertiefung

Die Funktion permutations : List ('a) — seq (List (‘a)) generiert systematisch alle
Permutationen der angegebenen Liste.

Summa summarum werden 4.037.914 Tests durchgefiihrt.

Wie lassen sich die Permutationen einer Liste systematisch generieren?
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VIII Objekte

42. Permutationsalgorithmen Ralf Hinze

>

>

Peano Entwurfsmuster: Problem der GroRe n wird auf Problem der Grofe n — 1
zuriickgefiihrt.

Permutieren: die ProblemgrofRe entspricht der Anzahl der zu permutierenden
Elemente.

Permutieren durch Einfiigen:
» Lege das erste Element zur Seite,
» hilde alle Permutationen der restlichen Elemente,
» fiige das erste Element in jede Permutation nacheinander an allen méglichen
Positionen ein.

Vertiefung

Fokussiert auf die Eingabe.
Permutieren durch Auswdhlen:

» Whle nacheinander alle Elemente aus,
» bilde jeweils alle Permutationen der restlichen Elemente,
> setze das entfernte Element vor jede korrespondierende Permutation.

Fokussiert auf die Ausgabe.
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42. Permutieren durch Einfliigen

Beispiel: Wir wollen alle Ziffern der Zahl 1234 permutieren.

Wir entfernen die erste Ziffer, die @, und berechnen die 3! = 6 Permutationen der
restlichen Ziffern: 234, 324, 342, 243, 423, 432. In jede dieser Permutationen miissen

wir @ an allen 4 Positionen einfligen.

234
®324
®342
®243
®423
®432

2034
3®24
3®42
2043
4®23
4®32

23®4
3204
3402
24®3
4203
4302

2340
3240
3420
243®
423®
4320

Insgesamt erhalten wir 3! - 4 = 4! = 24 Permutationen.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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VIII Objekte

42. Permutieren durch Einfliigen Rt iuze

Die Hilfsfunktion insertions fligt ein Element an allen Positionen einer Liste ein.

let rec insertions x = function
[[] - seq {yield [x]}
| xs & (y :: ys) — seq {yield (x : xs)
for zs in insertions x ys do
yield y :: zs}

let rec permutations = function
I[] -~ seq{yield[]}
| x:: xs > seq { for ys in permutations xs do
for zs in insertions x ys do
yield zs}
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42. Permutieren durch Auswahlen

Beispiel: Es wird nacheinander die erste Ziffer der Ausgabe ausgewahlt: zuerst @,
dann @, dann ® und schlieRlich @. Fiir jede Auswahl werden die 3! = 6 Permutationen
der restlichen Ziffern bestimmt und jeweils an die erste Ziffer angehangt.

©®234
@134
®124
@123

®243
@143
®142
@132

®324
@314
®214
@213

®342
@341
®241
@231

®423
@413
®412
@312

®432
@431
®421
@321

Wiederum erhalten wir insgesamt 4 - 3! = 4! = 24 Permutationen.

5~ Permutieren durch Auswahlen generiert die Permutationen in lexikographischer

Reihenfolge.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Vertiefung
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VIII Objekte

4?2. Permutieren durch Auswahlen e

Die Hilfsfunktion deletions gibt neben dem ausgewdahlten Element zusatzlich die Liste
der restlichen Elemente zurtick.

let rec deletions = function
I[] - Seg.empty
| x:: xs > seq {yield (x, xs)
for (v, ys) in deletions xs do vertetune
yield (y,x:ys)}
let rec permutations = function
| [1 - seq {yield []}
| xs > seq { for (y,ys) in deletions xs do
for zs in permutations ys do
yield y :: ZS}
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VIII Objekte

42. Losung Knobelaufgabe #19 Ral e

Die unendliche Folge

01020103010201040102010301020105.... J

ist invariant unter der folgenden Transformation. .
» Jedes Element wird um 1 erhoht. -

» An den Anfang und zwischen je zwei Elemente wird eine 0 gesetzt.

Vertiefung

Direkte Umsetzung mit Hilfe einer rekursiven Wertedefinition:

let vec carry =
seq {yield 0
for i in carry do
yield i+ 1
yield 0}
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42. Losung Knobelaufgabe #19

Die unendliche Folge

01020103010201040102010301020105....

VIII Objekte

Ralf Hinze

heiRt Ubertragsequenz (engl. binary carry or ruler sequence). Das n-te Element
entspricht dem Exponenten der hochsten 2-Potenz, die n teilt.

M"HOHOHOHOHOHOHOHOHOHOHOHOHOHOHOH
HHOOHHOOHHOOHHOOHHOOHHOOHHOOHH
HHHHOOOOHHHHOOOOHHHHOOOOHHHH
HHHHHHHHOOOOOOOOHHHHHHHH
HHHHHHHHHHHHHHKHH

5~ Siehe A007814 in der On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (kurz OEIS,
http://oeis.org/).

1035


http://oeis.org/

It has long been my personal view that the separation of practical and theo-
retical work is artificial and injurious. Much of the practical work done in com-
puting (...) is unsound and clumsy because the people who do it have not any
clear understanding of the fundamental design principles of their work. Most
of the abstract mathematical and theoretical work is sterile because it has no
point of contact with real computing.

— Christopher Strachey

VIII Objekte

Ralf Hinze

Vererbung
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43. Implementierungsvererbung

Wie Schnittstellen durch »Vererbung« verbreitert werden konnen, so lassen sich auch
Klassen um zusatzliche Funktionalitat erweitern.

type TrustMeGold (seed : Nat) =
class
inherit TrustMe (seed)

member self.Clear () : Nat =
let amount = self.Balance
self .Withdraw amount
amount
end

5" Implementierungsvererbung: TrustMeGold ist eine Unterklasse (engl. subclass)
der Klasse TrustMe, der Oberklasse (engl. superclass) bzw. Basisklasse (engl. base
class).

I=5° Einfachvererbung: Eine Klasse darf nur von einer Oberklasse erben.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Grundlagen
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VIII Objekte

43. Redefinition Rl Hinge

5~ Vererbung kann auch verwendet werden, um Verhalten zu dndern (Alternative zu
Delegation).

type TrustMeStudent (seed : Nat, limit : Nat) =
class
inherit TrustMe (seed) Grndigen

let limit = min limit 1000

override self .Withdraw (amount : Nat) =
if amount > limit then raise Limit
else base.Withdraw amount
end

I=Z° override zeigt an, dass sich iiber die bereits bestehende Definition der Methode
Withdraw hinweggesetzt wird (engl. override).

I=¥° In der Redefinition von Withdraw wird auf die urspriingliche Definition mit
base.Withdraw zugegriffen.
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43. Virtuelle Methoden

Die Basisklasse muss allerdings Reimplementierungen zulassen.

type TrustMe (seed : Nat) =
class

abstract member Withdraw : Nat — Unit
default self .Withdraw (amount : Nat) =

funds < monus (funds, amount)

end

5" Neben der Signatur von Withdraw wird eine Standarddefinition (engl. default
definition) angegeben — diese ist optional.

I Eine abstrakte Methode mit einer Standarddefinition heilt auch virtuelle
Methode (engl. virtual method).

VIII Objekte

Ralf Hinze

Grundlagen
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43. Klassendiagramm

Die Klassenhierarchie kann vollkommen unabhdngig von der Schnittstellenhierarchie

entwickelt werden.

nur aktueller Kontostand

class N class
TrustMeGold TrustMe

—

class
TrustMeStudent

Log der Kontostande

class
OnlineBank

Ringpuffer
interface | class
IAccount Cheap’N’Easy
interface ) class

IAccountPlus Cheap’N’Easy-Plus

5~ Programme, siehe Skript.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Grundlagen
bstrakte Klasser
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VIII Objekte

43. Entwurfsmuster Rl Hinze

Entwurfsmuster existieren in verschiedenen »GroRenordnungenc.

» Entwurfsmuster im Kleinen (small-scale):
Organisation und Entwurf einzelner Funktionen oder Gruppen von Funktionen:
Peano, Leibniz, Struktur.

» Entwurfsmuster im GrofReren (medium-scale):
Organisation und Entwurf von groferen Programmteilen oder Bibliotheken: zum Abstrskte Klassen
Beispiel »Beobachter« (engl. observer)

» Entwurfsmuster im GroRen (large-scale):
Organisation und Entwurf der Architektur eines Programms oder
Softwaresystems.

Im Folgenden schauen wir uns zwei Beispiele fiir »medium-scale« Entwurfsmuster an:
Beobachter und Schablonenmethode.
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43. Beobachter-Entwurfsmuster

» Beispiel: Trennung von Daten und deren Reprisentation.

Beobachter

X] TABULAR ] HISTOGRAM _[] PIECHART 0]
a|bj|c
x| 60{30] 10 h
y|[50(30|20
z|80|10|10 B
AN a b ¢
|
|
I
|
a=50% o
N hrCht
Subjekt b =30% —_— be“d}L. r.m tige
c=2% / =TT ° - modifiziere

» Subjekt hat beliebig viele Beobachter; dndert sich der Zustand des Subjekts,
sollen alle Beobachter dartiiber informiert werden.

» Lose Kopplung: Das zu beobachtende Objekt soll von den Beobachtern
unabhédngig bleiben, ihre Schnittstelle nicht kennen.

» Vorteil: Ein Aspekt lisst sich unabhéngig von den anderen dndern.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Abstrakte Klassen
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VIII Objekte

43. Beobachter-Entwurfsmuster: Demo Rl Hinze

Wir illustrieren das Beobachter-Entwurfsmuster am Beispiel eines beobachtbaren
Zahlers.

Zahler mit einer einfachen »Fortschrittsanzeige«:

let steps = counter ()
do steps.Attach (fun n — if n% 1000 = 0 then putchar '*")

let rec fibonacci (n: Nat) : Nat =
steps.State < steps.State + 1
if n<1 thenn
else fibonacci (n- 1) + fibonacci (n - 2)

Nach jeweils 1000 Schritten wird ein Asteriskus ‘*’ ausgegeben.

>> fibonacci 20
dededededededekkkkkfdd ki i rryql it = 987
> steps.State

val it = 21891
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43. Beobachter-Entwurfsmuster: Beobachter

Ein Beobachter ist eine Prozedur, die einen Zustand verarbeitet.

type Observer ('state) = 'state — Unit

VIII Objekte

Ralf Hinze

Grundlagen

Abstrakte Klassen
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43. Beobachter-Entwurfsmuster: Subjekt

Das Subjekt, das wir beobachten wollen, wird durch eine abstrakte Klasse realisiert
(die Eigenschaft State ist abstrakt).

[< AbstractClass >|
type Subject ('state) () =
class
let mutable observers = | |

abstract member State : 'state with get, set

member self .Attach (observer : Observer ('state)) =
observers < observer :: observers
observer self .State // notify observer

member internal self .Notify () =
for observer in observers do
observer self.State
end

5" Die interne Methode Notify ist nicht fiir den Endbenutzer gedacht, sondern wird
lediglich Unterklassen zur Verfligung gestellt.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Grundlagen

Abstrakte Klassen
Dele
Vere
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VIII Objekte

43. Abstrakte Klassen

Ralf Hinze

Das sogenannte Attribut (engl. attribute) [< AbstractClass >] kennzeichnet die Klasse
Subject als abstrakt: nicht alle Methoden sind implementiert.

Auf diese Weise wird sichergestellt, dass nicht aus Versehen die Bereitstellung einer
default-Methode versaumt wird.

[< AbstractClass >]
type Subject ('state) () =
class

abstract member State : 'state with get, set

end

I Eine abstrakte Klasse hat keine Instanzen.
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VIII Objekte

43. Beobachter-Entwurfsmuster: Zahler S

Eine abstrakte Klasse kann durch eine Unterklasse konkretisiert werden oder durch
einen Objektausdruck.

let counter () =
let mutable n = 0
{new Subject (Nat) () with
member self .State
with set k =n < k
self .Notify ()
and get () =n

}

Der Zahler ist ein Subjekt vom Typ Nat, der die Eigenschaft State mit entsprechenden
Getter und Setter-Methoden konkretisiert.

v

I35~ Wir beobachten nur schreibende Zugriffe (via Notify).

1047



VIII Objekte

43. Schablonen-Entwurfsmuster

Ralf Hinze

» Beispiel: Der Ablauf eines Zwei-Personen-Spiels lidsst sich in eine feste Schablone
pressen: Die Spieler sind abwechselnd am Zug; ein Spieler verliert, wenn keine
Zugmoglichkeiten mehr existieren.

P Idee: Skelett eines Algorithmus festlegen, aber die Teilschritte variabel halten.

» So besteht die Moglichkeit, einzelne Schritte des Algorithmus zu verdndern oder Abstrakte Kiassen
zu uberschreiben, ohne dass die zu Grunde liegende Struktur des Algorithmus
modifiziert werden muss.

Wir illustrieren das Schablonen-Entwurfsmuster am Beispiel von neutralen
Zwei-Personen-Spielen.
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VIII Objekte
43. Schablonen-Entwurfsmuster: Demo Ralf Hinze
Das bekannteste neutrale Zwei-Personen-Spiel ist Nim: Von einem Haufen
Streichhélzer werden in einem Spielzug 1-3 Holzer entfernt.

>> (Nim 10).Play ()
RERA R

number of matches: 1
LELLE T e K
I take 1

FITEE LT

number of matches: 3
(111

I take 1

[T

number of matches: 2
[

I take 2

I win

5" Der menschliche Spieler er6ffnet den Reigen und entfernt 1 Streichholz. Nach

drei Runden gewinnt der Rechner (»I win«). 1049



VIII Objekte

43. Schablonen-Entwurfsmuster Rl Hinze

Die variablen Bestandteile des Algorithmus werden mit abstrakten Methoden
modelliert. Der Algorithmus selbst ist eine konkrete Methode, die aber von den
abstrakten Bestandteilen abhangt.

[< AbstractClass >]
type TwoPlayerGame () =
class -
abstract member Finished : Bool
abstract member Position : Unit — Unit
abstract member Move  : Bool — Unit
abstract member Winner : Bool — Unit

member self .Play () =

let mutable turn = false

while not self .Finished do
self .Position ()
turn < not turn
self .Move turn

self .Winner turn

end
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43. Schablonen-Entwurfsmuster

type Nim (n: Nat) =
inherit TwoPlayerGame ()
let mutable matches = n
let announce i = putline ("I take " A show i);1i

override self .Finished =
matches = 0

override self .Position () = putline ...

override self .Move (human: Bool) : Unit =
leti=
if human then
checked-query ("number of matches",
both (is-nat, both (is-greater 0, is-less 4)))
else
announce (max 1 (matches % 4))
matches < matches — i

override self.Winner human =
putline ((if human then "you" else "I") A" win"

VIII Objekte

Ralf Hinze

Grundlagen

Abstrakte Klassen
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VIII Objekte

43. Kritik Ralf Hinze

I fear the new object-oriented systems may suffer the fate of LISP, in that
they can do many things, but the complexity of the class hierarchies may cause
them to collapse under their own weight.

— Bill joy

Von den unzahligen Sprachfeatures, die wir im Laufe der Vorlesung eingefiihrt haben,
ist Vererbung das wohl kontroverseste.

Abstrakte Klassen

inheritance breaks abstraction

In vielen Fallen lasst sich Implementierungsvererbung durch einfachere und bewéahrte
Sprachfeatures ersetzen.

» Schablonen-Entwurfsmuster:
eine Schablone ist eine Funktion héherer Ordnung;

» Beobachter-Entwurfsmusters:
Objektkonstruktoren hoherer Ordnung.
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43. Schablonen-Entwurfsmuster — da capo

Eine Schnittstelle fiir Zwei-Personen-Spiele:

type ITwoPlayerGame =
interface
abstract member Finished : Bool
abstract member Position : Unit — Unit
abstract member Move  : Bool — Unit
abstract member Winner : Bool — Unit
end

VIII Objekte
Ralf Hinze
Objeke

Untertypen

Klassen

Vererbung

Grundlagen

Abstrakte Klassen
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VIII Objekte

43. Schablonen-Entwurfsmuster — da capo —

Das Schablonen-Entwurfsmuster lasst sich alternativ mit Hilfe einer Funktion
umsetzen, die mit einem Spielobjekt parametrisiert ist.

let play (game : ITwoPlayerGame) =
let mutable turn = false
while not game.Finished do
game.Position ()
turn < not turn
game.Move turn
game.Winner turn
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VIII Objekte

43. Beobachter-Entwurfsmuster — da capo —

Eine Schnittstelle fir »Zustande«.

type IState ('state) =
interface
abstract member State : 'state with get, set
end
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VIII Objekte

43. Beobachter-Entwurfsmuster — da capo Relt Pz

Wir parametrisieren den Zahler mit dem Beobachter:

let counter (observer : Nat — Unit) =
let mutable n = 0

{ new IState (Nat) with -

member self .State -

with set k =n < k

observer n

and get ()=n

}

let steps = counter (fun n — if n% 1000 = 0 then putchar '*")

I3~ Der Objektkonstruktor counter ist eine Funktion héherer Ordnung.

I »Low cost« Version; vollstandige Version, siehe Skript.
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VIII Objekte

43. Delegation versus Vererbung Ralf Hinze

Um Objekte kompostional zu definieren, haben wir zwei grundlegende Techniken
kennengelernt:

» Delegation;
» Unterklassen: Implementierungsvererbung.

I=5° Im Allgemeinen ist Delegation die bessere Wahl. Warum? Um die Griinde zu P
.. 3 Vererbung
verstehen, miissen wir etwas ausholen ...

=" Es ist wichtig, den Mechanismus des Nachrichtensendens im Zusammenspiel von
Klassen und Unterklassen genau zu verstehen.
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43. Vererbung: Schrittzahler

type StepCounter () =
class
let mutable n =0

abstract Inc : Unit — Unit
default self.Inc () =
putline "Inc: base class"
n<n+l1l

abstract Step : Int — Unit
default self.Step k =
putline "Step: base class"
foriinl..k do
self.Inc ()
end

5> Inc und Step sind beide virtuelle Methoden.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Grundlagen
Abstrakte Klassen
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Vererbung

Paradigmen
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43. Vererbung: Paritdtszahler

type ParityCounter () =
class
inherit StepCounter ()

let mutable even = true

override self.Inc () =
putline "Inc: subclass"
base.Inc ()
even < not even

override self .Step k =
putline "Step: subclass"
base.Step k
even < even= (k%2 =0)
member self .Parity = even
end

5~ Der Paritatszahler halt nach, ob die Gesamtzahl der Schritte gerade oder

ungerade ist.

VIII Objekte

Ralf Hinze
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43.

Senden wir einem Paritatszdhler die Nachricht Step 3, ergibt sich eine interessante

Vererbung: Demo

Nachrichtenkaskade

>
=>>

let counter = ParityCounter ()
counter.Step 3

Step: subclass
Step: baseclass

Inc:
Inc:
Inc:
Inc:
Inc:
Inc:

>
true

subclass
baseclass
subclass
baseclass
subclass
baseclass
counter.Parity

5" Problem: Jede Erh6hung wird doppelt gezahlt!

VIII Objekte

Ralf Hinze

Delegation versus
Vererbung
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43. Vererbung: Paritdtszahler — da capo

Losung: Wir diirfen Step nicht redefinieren.

type ParityCounter () =
class
inherit StepCounter ()
let mutable even = true
override self.Inc () =
putline "Inc: subclass"”

base.Inc ()
even < not even

member self .Parity = even
end

VIII Objekte

Ralf Hinze
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VIII Objekte

43. Vererbung: Schrittzdahler — da capo Ralf Hinze
Problem geldst? Nicht ganz ...

Einige Zeit spater optimiert Harry Hacker die Klasse StepCounter:

type StepCounter () =
class
let mutable n =0
abstract Inc : Unit — Unit
default self.Inc () =
putline "Inc: base class"
n<—n+l

abstract Step : Int - Unit
default self.Step k =
putline "step: base class'
n—n+k

end
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VIII Objekte

43. Vererbung: Demo

Ralf Hinze

Wiederholen wir jetzt die obige Interaktion, ergibt sich das folgende Bild.

>»> let counter = ParityCounter () e
3> counter.Step 3 et vrss
Step: baseclass —
>> counter.Parity

true

I3~ Die Paritat wird tiberhaupt nicht aktualisiert!
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VIII Objekte

43. Vererbung: Fazit Ralf Hinze

I Die Anderung der Basisklasse zieht nicht-lokale Anderungen der Unterklassen
nach sich — eine Klasse kann viele Unterklassen besitzen und diese koénnen tiiber
verschiedene Module verstreut sein.

5~ Die Unterklasse ParityCounter lasst sich nicht ohne intime Kenntnis der
Oberklasse StepCounter korrekt implementieren.

Delegation versus
Vererbung

Die Kapselung, die eine Klasse vornimmt, wird durch virtuelle Methoden und
Vererbung aufgeweicht:

inheritance breaks abstraction

5" Das Problem tritt bei der Delegation nicht auf ...
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43. Delegation: Schrittzahler

type IStepCounter =
abstract member Inc : Unit — Unit
abstract member Step : Int — Unit

let step-counter () =
let mutable n =0
{ new IStepCounter with

member self.Inc () =
putline "Inc: delegatee"
n<n+1l
member self .Step k =
putline "Step: delegatee"
foriinl..k do
self.Inc ()

VIII Objekte
Ralf Hinze
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43. Delegation: Paritatszahler

type IParityCounter =
inherit [StepCounter
abstract member Parity : Bool

let parity-counter () =

let basic = step-counter () // delegatee
let mutable even = true
{new IParityCounter with

member self.Inc () =

putline "Inc: delegator"
basic.Inc ()

even < not even

member self .Step k =
putline "Step: delegator"
basic.Step k
even < even = (k%2 =0)
member self .Parity = even

}

VIII Objekte

Ralf Hinze
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43. Delegation: Demo

>> let counter = parity-counter ()
>> counter.Step 3

Step: delegator

Step: delegatee

Inc: delegatee

Inc: delegatee

Inc: delegatee

>> counter.Parity

false

I3~ Die Paritat wird korrekt nachgehalten.

VIII Objekte
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VIII Objekte

43. Delegation: Schrittzahler — da capo Ral e

Einige Zeit spater optimiert Harry Hacker den Konstruktor step-counter:

let step-counter () =
let mutable n =0
{ new IStepCounter with

member self.Inc () =
putline "Inc: delegatee"
n<n+1l

member self .Step k =
putline "Step: delegatee"
n—n+k
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43. Delegation: Demo

Die Kontrollausgaben andern sich:

>> let counter = parity-counter ()
3> counter.Step 3

Step: delegator

Step: delegatee

>> counter.Parity

false

3" Die Paritat wird weiterhin korrekt nachgehalten.

VIII Objekte

Ralf Hinze

Delegation versus
Vererbung
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VIII Objekte

Ralf Hinze

43. Delegation: Fazit

Wie erklaren sich die Unterschiede zwischen den beiden Ansatzen?
» Vererbung: Es existiert genau ein Objekt, der Parititszihler, der aber Verhalten
von der Basisklasse erbt. Mit dem Akt der Vererbung werden die Methoden
kompliziert miteinander verflochten — via Nachrichten an die Basisklasse und

via Selbstnachrichten.
» Delegation: Es existieren zwei Objekte, der Paritdtszdhler und der Schrittzahler,
die in nachvollziehbarer Weise miteinander interagieren: Einer delegiert Arbeit an

Delegation versus
Vererbung

den anderen.

I3 Fazit: virtuelle Methoden und Unterklassen sollten mit Bedacht eingesetzt werden.
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43. Paradigmen: objektorientierte Programmierung

obiectare
entgegenwerfen; preisgeben; vorwerfen, vorhalten.

As if my mother, instead of saying: »Please bring a chair to the table,
had said »please, send a message to an instance of the class chair,
which is a subclass of class furniture, to be brought to the very
instance of the class table, being also a subclass of class furniture.«
— Laszl6 Boszorményi

VIII Objekte

Ralf Hinze

Paradigmen
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VIII Objekte

43. Paradigmen Rt iuze

To know another language is to have a second soul.
— Charlemagne (742-814)

You can never understand one language
until you understand at least two.

— Ronald Searle (1920-) e —

Uberblick:
» funktionale Programmierung: deskriptiv, problemnah, werte-fokussiert;
» imperative Programmierung: praskriptiv, maschinennah, effekt-fokussiert;
» objektorientierte Programmierung: Programmierung im GroRen.

=¥ Die Paradigmen konkurrieren nicht; sie erganzen sich sinnvoll.
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