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Sprechstunden zu den Ubungen  Sie haben Schwierigkeiten mit den Ubungsaufgaben und machen sich
Sorgen, dass es Thnen nicht gelingen wird die zur Klausurzulassung nétigen 60% der erreichbaren Punkte
zu erlangen?

Dann besuchen Sie unsere Sprechstunden zu den Ubungen! Dort erhalten Sie Tipps und Losungshinwei-
se, wenn Sie mit einer Aufgabe nicht weiterkommen. Sie konnen dort auch zu fritheren Aufgaben Fragen
stellen. Alle Informationen zu den Ubungssprechstunden finden Sie auf unserer Homepage.


https://pl.cs.uni-kl.de/homepage/de/teaching/ws24/gdp/#sprechstunden-zur-%C3%BCbung

Aufgabe 1 Regulare Ausdriicke (Prasenzaufgabe)

Motivation: In dieser Aufgabe sollen Sie sich mit reguliren Ausdriicken beschiftigen. Die Aufgabe soll
Ihnen dabei helfen den Weg von einem reguldren Ausdruck schrittweise bis zu einer Akzeptorfunktion
nachzuvollziehen. Sie konnen sich an den Vorlesungsfolien 553 bis 623 sowie am Skript Kapitel 6.1 und 6.2
orientieren.

Wir betrachten den regulidren Ausdruck b*a iiber dem Alphabet Alphabet A = {a, b}.

a)

b)

c)

Bestimmen Sie alle Rechtsfaktoren (inkl. Rechtsfaktoren der Ergebnisse). Geben Sie dabei in der Rech-
nung jeweils den ersten Schritt explizit an, nachfolgende Zwischenschritte diirfen Sie zusammenfassen.

a \ b*a = (a\b*)a | a\a
= (a\b)b*a | €
=0 | €
= €

b \ b*a = (b\b*)a | b\a
= (b\b)b*a | 0
= b*a

a\e=20

b\e=20

a\0o=20

b\0=20

Zeichnen Sie den Aufrufgraphen fiir den Akzeptor (wie auf Vorlesungsfolie 599).

Umranden Sie Ausdriicke, die nullable sind, doppelt. Wenn wir beim Einlesen eines Wortes an einem
solchen nullable Ausdruck landen und keine weitere Eingabe mehr folgt, gehort das eingelesene Wort
zur durch den regulidren Ausdruck beschriebenen Sprache. Durch die doppelte Umrandung konnen wir
einfacher ablesen, dass wir an einem moglichen Ende angekommen sind (daher werden solche Knoten
auch ,,Endzustéinde genannt).

start \%a/ a @ a, b 0 a, b

b

Implementieren Sie die Akzeptorfunktionen. Gehen Sie dabei streng nach dem Verfahren aus der
Vorlesung vor (Folie 600). Nutzen Sie fiir das Alphabet den Typ type Alphabet = | A | B.

Hinweis: Wir empfehlen die einzelnen Akzeptorfunktionen als verschrankt rekursive Hilfsfunktionen in-
nerhlab von accept zu definieren und am Ende die Start-Akzeptorfunktion mit der Eingabe aufzurufen.

let accept (input: List<Alphabet>): Bool =

let rec accept® (input: List<Alphabet>): Bool = // B*A
match input with
| [] -> false
| A::rest -> acceptl rest
| B::rest -> accept® rest

and acceptl (input: List<Alphabet>): Bool
match input with
| [1] -> true
| A::rest -> accept2 rest
| B::rest -> accept2 rest

and accept2 (input: List<Alphabet>): Bool
match input with
| [1 -> false
| A::rest -> accept2 rest
| B::rest -> accept2 rest

accept® input

// €

// 0



Aufgabe 2 Weihnachtsbaum schmiicken (Einreichaufgabe, 11 Punkte)

Motivation: In dieser Aufgabe arbeiten Sie in weihnachtlicher Stimmung mit Bdumen und Listen.

Schreiben Sie Ihre Losungen in die Datei Weihnachtsbaum. fs aus der Vorlage Aufgabe-8-2.zip.

Wir betrachten folgenden Typ fiir Baume: -
type Tree<'a> = R ITS A CHRISTMAS TREE. WITH A

| Leaf HEAP OF PRESENTS UNDERNEATH!

| ENode of Tree<'a> * Tree<'a>
| Node of Tree<'a> * 'a * Tree<'a>

ENode Knoten (empty node) konnen, genauso wie
Blitter, keine Elemente aufnehmen. Node Knoten
mochten wir mit folgendem Schmuck versehen:
type Schmuck =

| Kugel
| Lametta

e | Tl
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Ein Weihnachtsbaum ist ein geschmiickter Baum:

type Weihnachtsbaum = Tree<Schmuck> Tree, xkcd.com/835, CC BY-NC 2.5
Der dargestellte Baum entspricht nicht unserem Datentyp!

Ziel ist es, einen Baum so zu schmiicken, dass er balanciert ist, sodass er nicht umfillt. Dazu muss das
Gewicht des Schmucks beachtet werden: Eine Kugel hat ein Gewicht von 2 und Lametta das Gewicht 1.

a) Schreiben Sie eine Funktion schmuckGewicht: Schmuck -> Nat, die das Gewicht des Schmucks berechnet.

let schmuckGewicht (schmuck: Schmuck): Nat =
match schmuck with
| Kugel -> 2N
| Lametta -> 1IN

b) Schreiben Sie eine Funktion baumGewicht: Weihnachtsbaum -> Nat, die das Gesamtgewicht des Schmucks
am Baum berechnet.

let rec baumGewicht (tree: Weihnachtsbaum): Nat =
match tree with
| Leaf -> ON
| ENode (1, r) -> baumGewicht 1 + baumGewicht r
| Node (1, s, r) -> baumGewicht 1 + schmuckGewicht s + baumGewicht r



https://xkcd.com/835

¢) Schreiben Sie eine Funktion istBalanciert: Weihnachtsbaum -> Bool, die iiberpriift, ob der Baum ba-
lanciert ist. Ein Baum ist balanciert, wenn das Gewicht des linken Teilbaums gleich dem Gewicht des
rechten Teilbaums ist und beide Teilbdume ebenfalls balanciert sind.

let rec istBalanciert (tree: Weihnachtsbaum): Bool =
match tree with
| Leaf -> true
| ENode (1, r) | Node (1, _, r) ->
baumGewicht 1 = baumGewicht r && istBalanciert 1 && istBalanciert r

// Effizientere Losung, jeder Knoten wird nur einmal betrachtet
let istBalanciert' (tree: Weihnachtsbaum): Bool =
// Rickgabe enthdlt auch das Gewicht, wenn der Baum balanciert ist
let rec balanciertMitGewicht (tree: Weihnachtsbaum): Option<Nat> =
match tree with
| Leaf -> Some ON
| ENode (1, r) ->
match (balanciertMitGewicht 1, balanciertMitGewicht r) with
| (Some gl, Some gr) when gl = gr -> Some (gl + gr)
[ — -> None
| Node (1, s, r) ->
match (balanciertMitGewicht 1, balanciertMitGewicht r) with
| (Some gl, Some gr) when gl = gr -> Some (gl + schmuckGewicht s + gr)
| _ -> None

Option.isSome (balanciertMitGewicht tree)

d) Schreiben Sie eine Funktion moeglicheGewichte<'a>: Tree<'a> -> List<Nat>, die eine Liste aller mogli-
chen Gewichte des Baums zuriickgibt, wenn man ihn so schmiickt, dass er balanciert ist.

Hinweis: Uberlegen Sie, welche Gewichte moglich sind, wenn Sie die moglichen Gewichte des rechten
und linken Teilbaums kennen.

let rec moeglicheGewichte<'a> (tree: Tree<'a>): List<Nat> =
// Hilfsfunktion zur Berechnung der Schnittmenge von zwei Listen
let intersect (xs: List<Nat>) (ys: List<Nat>): List<Nat> =
xs |> List.filter (fun x -> List.contains x ys)

match tree with
| Leaf -> [ON]
| ENode (1, r) -> intersect (moeglicheGewichte 1) (moeglicheGewichte r)
|> List.map (fun g ->
g + g // Gesamtgewicht: links + rechts (beides g)
)
| Node (1, _, r) -> intersect (moeglicheGewichte 1) (moeglicheGewichte r)
|> List.collect (fun g -> [
g + 1IN + g; // Lametta hinzufiigen erhoht Gewicht um 1
g + 2N + g // Kugel hinzufiigen erhéht Gewicht um 2
D

|> List.distinct // Optional: Duplikate entfernen




e) Schreiben Sie eine Funktion schmuecken: Tree<Unit> -> Nat -> Option<Weihnachtsbaum>, die einen Baum
und ein Zielgewicht nimmt und den Baum geschmiickt zuriickgibt, sodass das Gesamtgewicht des

Baums gleich dem Zielgewicht ist und der geschmiickte Baum balanciert ist. Falls dies nicht moglich
ist, soll None zuriickgegeben werden.

let rec schmuecken (tree: Tree<Unit>) (g: Nat):
match tree with

| Leaf when g = ON -> Some Leaf

Option<Weihnachtsbaum> =

| ENode (1, r) when g % 2N =

ON -> // Nur moéglich bei geradem Zielgewicht
let g'

=g / 2N // Zielgewicht hdlftig auf beide Teilbdume verteilen

// Rekursiv beide Teilbdume schmiicken und dann mit ENode zusammensetzen
match (schmuecken 1 g', schmuecken r g') with

| (Some 1', Some r') -> Some (ENode (1', r'))

| — -> None

| Node (1, _, r) when g > ON -> // Nur moéglich bei positivem Zielgewicht
// Bestimme Schmuck im Node und Zielgewicht der beiden Teilbdume
let (s, g') = if g % 2N = ON then (Kugel, (g - 2N) / 2N)
else (Lametta, (g - 1N) / 2N)

// Rekursiv beide Teilbdume schmiicken und dann mit Node zusammensetzen
match (schmuecken 1 g', schmuecken r g') with

| (Some 1', Some r') -> Some (Node (1', s, r'))

| _ -> None

| - -> None // falls die "when" Bedingungen nicht erfullt sind




f) Schreiben Sie eine Funktion schmueckungen: Tree<Unit> -> List<Weihnachtsbaum>, die alle moglichen
balancierten Schmiickungen des Baums zuriickgibt.

let schmueckungen (tree: Tree<Unit>): List<Weihnachtsbaum> =
tree |> moeglicheGewichte |> List.choose (schmuecken tree)

Statt zuerst die moglichen Gewichte zu berechnen und dann in einem nichsten Schritt den Baum
entsprechend zu schmiicken, kann man auch direkt in einem Durchgang die moglichen balancierten
Schmiickungen berechnen. Wir erweitern dazu den Riickgabetyp um das Gewicht.

// Hilfsfunktion: Finde in zwei Listen (mégliche linke und rechte Teilbd&dume)
// die Baum-Paare mit gleichem Schmuck-Gewicht. Riuckgabe-Liste enthdlt Tupel
// der Form (Gesamtgewicht, linker Teilbaum, rechter Teilbaum).
let findePaare
(1s: List<Nat * Weihnachtsbaum>)
(rs: List<Nat * Weihnachtsbaum>): List<Nat * Weihnachtsbaum * Weihnachtsbaum> =
// Kreuzprodukt von ls und rs bilden
l1s |> List.collect (fun 1 -> rs |> List.map (fun r -> (1, r)))
// Filter: Nur Paare mit gleichem Schmuck-Gewicht
|> List.filter (fun ((gl, _), (gr, _)) -> gl = gr)
// Umformung: Schmuck-Gewichte heraus ziehen und addieren
|> List.map (fun ((gl, 1), (gr, r)) -> (gl + gr, 1, r))

let rec schmueckungenMitGewicht (tree: Tree<'a>): List<Nat * Weihnachtsbaum> =

match tree with
| Leaf -> [(ON, Leaf)]
| ENode (1, r) -> findePaare (schmueckungenMitGewicht 1) (schmueckungenMitGewicht r)
|> List.map (fun (g, 1', r') ->
// Geschmiickte Teilbdume wieder mit ENode zusammensetzen
(g, ENode (1', r'"))
)
| Node (1, _, r) -> findePaare (schmueckungenMitGewicht 1) (schmueckungenMitGewicht r)
|> List.collect (fun (g, 1', r') -> [
// Geschmiickte Teilbdume wieder mit Node zusammensetzen
(g + 1IN, Node (1', Lametta, r')); // Lametta im Node wiegt 1
(g + 2N, Node (l1', Kugel, r')) // Kugel im Node wiegt 2
D

Daraus lassen sich nun die drei Teilaufgaben d, e und f ableiten:

let moeglicheGewichte'<'a> (tree: Tree<'a>): List<Nat> =
schmueckungenMitGewicht tree
|> List.map fst // Gewicht extrahieren

let schmuecken' (tree: Tree<Unit>) (g: Nat): Option<Weihnachtsbaum> =
schmueckungenMitGewicht tree
|> List.tryFind (fun (g', _) -> g' = g) // Nach Zielgewicht filtern
|> Option.map snd // Geschmiickten Baum extrahieren

let schmueckungen' (tree: Tree<Unit>): List<Weihnachtsbaum> =
schmueckungenMitGewicht tree

|> List.map snd // Geschmiickten Baum extrahieren




Aufgabe 3 Regulare Ausdriicke (Einreichaufgabe, 10 Punkte)

Motivation: In dieser Aufgabe sollen Sie sich mit reguliren Ausdriicken beschiftigen. Die Aufgabe soll
Ihnen dabei helfen den Weg von einem reguldren Ausdruck schrittweise bis zu einer Akzeptorfunktion
nachzuvollziehen. Sie konnen sich an den Vorlesungsfolien 553 bis 623 sowie am Skript Kapitel 6.1 und 6.2
orientieren.

Praxistipp: Das UNIX- bzw. Linuxprogramm grep' erlaubt die Suche in Dateien und Datenstromen anhand
von reguliren Ausdriicken. Unter Windows stellt das PowerShell Kommando Select-String -Pattern eine
dhnliche Funktionalitét zur Verfiigung.

Hinweis: Die Prizedenz der Operatoren ist wie folgt definiert: Die Alternative (|) bindet am schwéchsten,
dann folgt die Konkatenation (-) und zuletzt der Stern (*).

Schreiben Sie Ihre Losungen in die Datei RegExp. fs aus der Vorlage Aufgabe-8-3.zip.
Wir betrachten den regulidren Ausdruck ((ajaa)|e)((b|bb)(alaa))* tiber dem Alphabet X = {a, b}.

a) Bestimmen Sie alle Rechtsfaktoren (inkl. Rechtsfaktoren der Ergebnisse). Geben Sie dabei in der Rech-
nung jeweils den ersten Schritt explizit an, nachfolgende Zwischenschritte diirfen Sie zusammenfassen.

Hinweis: Verwenden Sie als Abkiirzung A = (alaa) und B = (b|bb), sonst wird die Berechnung uniiber-
sichtlich. Wir merken ausserdem an, dass:

a \ A= (gla)
b\ A=20
b \ B = (&lb)
a\B=20

Wir erinnern zusitzlich an die Rechenregeln fiir reguldre Ausdriicke, die es erlauben Ausdriicke zu

vereinfachen.
a \ (Ale)(BA)* <nullable (Alg) = true>
= (a \ (Ale) (BAY*) | (a \ (BAY*)
= (ela)(BA)*
b \ (Ale)(BA)*
= (b \ (Ale) (BAY*) | (b \ (BA)¥)
= (e|b)A(BA)*
a \ (ela)(BA)*
= (a \ (ela)(BAY*) | (a \ (BAY*)
= (BA)*
b \ (ela)(BA)* <nullable (gla) = true>
= (b \ (ela))(BAY* | (b \ (BA)*)
= (¢|b)A(BA)*
a \ (BA)* = a \ (BA)(BA)*
=0
b \ (BA)* = b \ (BA))(BA)*

(e|b)A(BA)*

a \ (elb)A(BAY* (a \ (elb)A)(BAY*

= (gla) (BA)*
b \ (eIb)A(BAY* = (b \ (elb)A)(BA)*
= A(BA)*
a \ A(BAY* = (a \ A)(BA)*
= (ela) (BAY*
b \ A(BAY* = (b \ A)(BA)¥
=0

Erinnerung: ¢ ist das neutrale Element der Konkatenation, () ist das neutrale Element der Alternative,
und das Nullelement der Konkatenation.

1https://de.wikipedia.org/wiki/Grep


https://de.wikipedia.org/wiki/Grep

b) Zeichnen Sie den Aufrufgraphen fiir den Akzeptor (wie auf Vorlesungsfolie 599).

Umranden Sie Ausdriicke, die nullable sind, doppelt. Wenn wir beim Einlesen eines Wortes an einem
solchen nullable Ausdruck landen und keine weitere Eingabe mehr folgt, gehort das eingelesene Wort
zur durch den reguldren Ausdruck beschriebenen Sprache. Durch die doppelte Umrandung kénnen wir
einfacher ablesen, dass wir an einem moglichen Ende angekommen sind (daher werden solche Knoten
auch ,,Endzustinde‘ genannt).

(Ale)(BA)*

a
a b
A (5o

a, b




¢) Implementieren Sie die Akzeptorfunktionen. Gehen Sie dabei streng nach dem Verfahren aus der
Vorlesung vor (Folie 601). Nutzen Sie fiir das Alphabet den Typ type Alphabet = | A | B.

Hinweis: Wir empfehlen die einzelnen Akzeptorfunktionen als verschrinkt rekursive Hilfsfunktionen in-
nerhlab von accept zu definieren und am Ende die Start-Akzeptorfunktion mit der Eingabe aufzurufen.

let

and

and

and

and

and

let accept (input: List<Alphabet>): bool =

rec accept® (input: List<Alphabet>): bool = // (e|b)A(BA)*
match input with

| [1 -> false

| A::rest -> acceptl rest // (egla)(BA)*

| B::rest -> accept2 rest // A(BA)*

acceptl (input: List<Alphabet>): bool = // (ela) (BA)*
match input with

| [] -> true

| A::rest -> accept5 rest // (BA)*

| B::rest -> accept® rest // (e|b)A(BA)*

accept2 (input: List<Alphabet>): bool = // A(BA)*
match input with

| [1 -> false

| A::rest -> acceptl rest // (ela)(BA)*

| B::rest -> accept4 rest // 0

accept3 (input: List<Alphabet>): bool = // (Ale)(BA)*
match input with

| [] -> true

| A::rest -> acceptl rest // (egla)(BA)*

| B::rest -> accept® rest // (g|b)A(BA)*

accept4 (input: List<Alphabet>): bool = // 0

match input with

| [1 -> false

| A::rest -> accept4 rest // 0

| B::rest -> acceptd4 rest // 0

accept5 (input: List<Alphabet>): bool = // (BA)*
match input with

| [] -> true

| A::rest -> accept4 rest // 0

| B::rest -> accept® rest // (e|b)A(BA)*

accept3 input
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